Analisis I: Aplicaciones de la derivada en el calculo
de la monotonia y extremos relativos
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1. Introduccion 1 31' e
6-
En el tema anterior has aprendido a derivar una funcion. Pero
épara qué sirve derivar? Como has visto a lo largo de todo el I
curso, hemos intentado ensenarte las aplicaciones practicas ! 41
de todo lo que estds estudiando, y esta vez no iba a ser :
menos. |
I 27
[
Si ves la grafica de la derecha podras :
decir aproximadamente cuando crece, cuando decrece, o en ; . ;
qué puntos alcanzo los valores mas altos o mas bajos. Es algo -4 -2 il

relativamente sencillo si tenemos la grafica delante. Pero ¢y si
no tuviéramos la grafica? ¢y si solo te dijera que esa grafica

corresponde a la funcién f(x)zﬂ-l-&cz y te

pidiera exactamente el momento en el que se alcanzara el
maximo valor? Para ello utilizaremos las derivadas.
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2. Monotonia (crecimiento, decrecimiento) 311 A=\

A

El crecimiento y el decrecimiento de una funcién es algo que ya hemos estudiado antes élo recuerdas?
Basicamente una funcidon es creciente si, al aumentar la variable independiente, x, también aumenta el
valor de la funcién, f(x). Es decreciente, si al aumentar el valor de x, disminuye el de f(x). No olvides que
las graficas se "leen" de izquierda a derecha.

CRECIENTE: (-26,1) w (5,+2¢)

31 | DECRECIENTE:(1,5)

41

Veamos un ejemplo real: las siguientes graficas representan la velocidad y la aceleracién de un coche. Si te

fijas en la primera grafica, la velocidad aumenta hasta el minuto 10 y comienza a disminuir desde
entonces.

80 4

o

10 20 3 10 20

VELOCIDAD ACELERACION

Mira ahora la grafica de la aceleracién équé ocurria hasta el minuto 10? Que la aceleracidén era positiva
(pues su grafica queda por encima del eje de abscisas), y si la aceleracion es positiva quiere decir que el
coche acelera y por tanto su velocidad aumenta.

A partir del minuto 10, la aceleracién es negativa (su grafica queda por debajo del eje de abscisas), por
tanto esta decelerando y la velocidad disminuye.

Seguro que en fisica has estudiado que la aceleracidén es la derivada de la velocidad. Acabamos de ver una
relacion entre el signo de la aceleracion, y el crecimiento y el decrecimiento de la velocidad. Esta misma
relacion se da entre cualquier funcion derivable, y su derivada.
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Inpoortante —

Cuando hablamos de monotonia, nos estamos refiriendo al comportamiento de una
funcion respecto a su crecimiento o decrecimiento.

Sea f una funcién derivable en un intervalo (a, b), entonces es:

¢ Creciente en el intervalo (a,b) si f’(x) = () en todo el intervalo (a,b)

¢ Decreciente en el intervalo (a,b) si f'(X) < (0 en todo el intervalo (a,b)

B — -

En la siguiente escena de geogebra tienes dos ejemplos, una funcién polindmica y una racional, en la que
puedes comprobar que se cumple lo que acabamos de ver:

Funcion f(x) Derivada f ' (x)

Creciente Positiva (con linea discontinua)

Decreciente [Negativa (con linea discontinua)

Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC


https://www.geogebratube.org/material/iframe/id/119765/width/857/height/509/border/888888/rc/false/ai/false/sdz/true/smb/false/stb/false/stbh/true/ld/false/sri/true/at/preferhtml5
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Como ya hemos comentado, lo relevante del importante anterior, es que ya no es necesario dibujar la
grafica para estudiar la monotonia. A continuacion tienes un ejercicio resuelto para que veas como hacerlo.
Después hay uno que tendras que resolver tu.

\"

Crecimientoy L
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Monotonia
Presentacion por saulvalper alojada en SlideShare

Corprueba o Jpreraic/o

En una empresa estan teniendo pérdidas econdmicas, por lo que deciden poner en marcha
una serie de medidas a lo largo de los préximos 6 meses con las que pretenden remontar y
obtener beneficios al finalizar dicho periodo.

Segun sus cuentas, los beneficios obtenidos por la empresa al poner en marcha el plan

vienen dados por la funcién  f(x) = 2x* — 24x3 +92x%* — 120x + 60 , donde x

es el nimero de meses.

Vamos a comprobar si con este plan de medidas la empresa mejorara los beneficios. Para
ello tendras que estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de los beneficios de
la empresa.

@ Funcion derivada:

Para comenzar, calcula la derivada de la funcién f(x) y completa los espacios en blanco
(incluye los signos correspondientes):

f'(x)=|:|x|:||:|x|:|| |x| |

@ Obtener las raices de la derivada:

Resuelve la ecuaciéon f ' (x) = 0 para obtener las raices. Como es un polinomio de grado
mayor que dos, tendras que resolver con la Regla de Ruffini.

Las soluciones son (de menor a mayor) x= |:| , X= |:| , X= |:| .



http://www.slideshare.net/saulvalper
https://www.slideshare.net/saulvalper/monotoni

@ Estudiar el signo de la derivada:

Hemos obtenido cuatro intervalos. Estudia el signo de la funcion derivada en cada intervalo:

En el intervalo (-, [ ]) la derivada es (positiva/negativa) | |

En el intervalo ( |:| , |:| ) la derivada es (positiva/negativa) | | .

En el intervalo ([_|,[ ]) la derivada es (positiva/negativa) | |.

En el intervalo ( |:| ,+00) la derivada es (positiva/negativa) | | .

@ Estudiar la monotonia:

Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, podemos decir que en (-0, YU(
|:| , ) la funcién es (creciente/decreciente) | | , Y que en ( , |:|
YU(| |,+o0) la funcién es | |

@ Solucion del problema:

Como estamos en una situacién real, donde el estudio se ha hecho para ver los resultados
en 6 meses, podemos decir que la empresa comienza (disminuyendo/aumentando)
| | beneficios. A la vista de cémo evolucionan los beneficios al

finalizar los 6 meses ¢Crees que las medidas tomadas han sido efectivas? (si/no) |:| .

Puedes comprobar tus resultados con la grafica de la funcién

aol

204

Ahora nos interesa que observes la siguiente ventana en la que hay representada una funcion y la tangente
en un punto cualquiera. Como recuerdas del tema anterior la pendiente de la tangente en un punto coincide
con la derivada de la funcion en ese punto. Queremos que recorras la funcion y observes el signo que tiene
la pendiente de la tangente cuando la funcidon crece y cuando decrece.



Applet de mduran alojado en GeoGebra. Licencia CC

Ejercic/io reswuelto

T2
Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) —a+1 .

| Mostrar retroalimentacion |

Es importante saber que la funcién f(x) existe para todos los nimeros reales menos el
que anula el denominador, es decir, para x=-1. Luego su dominio es IR—{—l}

Hallamos su derivada.

ie s dz(z+l)—z21l  z249g
fo)= @12 (412 .

Tenemos que hallar su signo. Para ello tenemos en cuenta que el denominador es una
expresion al cuadrado, luego serd positivo siempre que la funcion exista. Por tanto
vamos a estudiar el signo del numerador. Para ello estudiamos los valores en los que se
hace cero el polinomio.

0
-2

Basta ahora estudiar el signo de la derivada en los intervalos que nos indican esos
valores. La forma mas rapida es darle valores a la derivada y estudiar su signo.

Debemos recordar que en el punto -1 la funcidon no existe.

f(x)>0 fi(x)<0 fi(x)>0



https://www.geogebra.org/m/XQvcNheg
http://www.geogebratube.org/material/iframe/id/27545/width/543/height/385/border/888888/rc/false/ai/false/sdz/false/smb/false/stb/false/stbh/true
https://creativecommons.org/licenses/by/1.0/

Por lo tanto la funcién es creciente en el intervalo (—00,—2)U(0,+00) :
Es decreciente en el intervalo (—2,0)—{-1}=(-2,-1)U(-1,0) .

Ejercic/io resuelto

A veces, contactan con la empresa de
Angela y Andrés para que se encarguen
del estudio de una parte de un proyecto
mas grande. Eso les ocurrié cuando se
construyé la nueva terminal del
aeropuerto de Barajas en Madrid: la T4.

Le pidieron que hicieran un estudio
sobre el recorrido de las brisas creadas
por los aires acondicionados en lo que
iban a ser los techos de la terminal. Para
ello tenian que estudiar los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la
funcion que, inicialmente, iban a seguir
las volutas del techo.

Si la funcion se acercaba a la de

expresion  f(z)=23-32245 | nala
los intervalos en los que crece vy

Fotografia en INTEF. Licencia CC

decrece.

| Mostrar retroalimentacion |

La funcidn es creciente en el intervalo (—OO,O)U(2,+00) y decreciente en el intervalo

©0,2).

En la siguiente escena de GeoGebra de Saul Valverde Pérez tienes dos ejemplos, una funcién polinémica y
una racional, en las que puedes comprobar que se cumple lo que acabamos de ver.

f(x) f'(x)
funcién funcién derivada
(continua) (discontinua)

Creciente (azul) [Positiva (azul celeste)

Decreciente (rojo) Negativa (rojo)



http://recursostic.educacion.es//bancoimagenes/ArchivosImagenes/DVD17/CD02/30216__156_m_1.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/
https://www.geogebra.org/m/BVete9cX

Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC

Corprueba o Jprercic/o

En una empresa estan teniendo pérdidas econdmicas, por lo que deciden poner en marcha
una serie de medidas a lo largo de los préoximos 6 meses con las que pretenden remontar y
obtener beneficios al finalizar dicho periodo.

Segun sus cuentas, los beneficios obtenidos por la empresa al poner en marcha el plan
vienen dados por la funcién

flo)=22%-242349222-1202+60

donde x es el nUmero de meses.

Vamos a comprobar si con este plan de medidas la empresa mejorara los beneficios. Para
ello tendras que estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de los beneficios de
la empresa.

@ Funcion derivada.

Para comenzar, calcula la derivada de la funcién f(x) y completa los espacios en blanco
(incluye los signos correspondientes):

f'(x)=|:|x|:||:|x|:|| |x| |

@ Obtener las raices de la derivada.



https://www.geogebra.org/material/iframe/id/BVete9cX/width/857/height/509/border/888888/smb/false/stb/false/stbh/false/ai/false/asb/false/sri/false/rc/false/ld/false/sdz/false/ctl/false
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Resuelve la ecuacion f ' (x) = 0 para obtener las raices. Como es un polinomio de grado
mayor que dos, tendras que resolver con la Regla de Ruffini.

Las soluciones son (de menor a mayor) x= |:| , X= |:| , X= |:| .

@ Estudiar el signo de la derivada.

Hemos obtenido cuatro intervalos. Estudia el signo de la funcion derivada en cada intervalo:

En el intervalo (-oo, |:|) la derivada es (positiva/negativa)| | .

En el intervalo ([ ],[ ]) la derivada es (positiva/negativa) | |.

En el intervalo ( |:| , |:| ) la derivada es (positiva/negativa) | | .

En el intervalo ( |:| ,+00) la derivada es (positiva/negativa) | | .

¢ Estudiar la monotonia.

Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, podemos decir que en (-co, YU(
|:| , ) la funcién es (creciente/decreciente) | | , Y que en ( , |:|
YU(| |,+o0) la funcién es | |

@ Solucion del problema.

Como estamos en una situacién real, donde el estudio se ha hecho para ver los resultados
en 6 meses, podemos decir que la empresa comienza (disminuyendo/aumentando)
| | beneficios. A la vista de cémo evolucionan los beneficios al

finalizar los 6 meses ¢Crees que las medidas tomadas han sido efectivas? (si/no) |:| .

Puedes comprobar tus resultados con la grafica de la funcién

oo}

20 1
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3. Extremos (maximos y minimos) sl AR

A

Estamos acostumbrados a oir hablar de temperaturas maximas y minimas todos los dias en las noticias. De
hecho, es una frase muy habitual la de "se ha alcanzado una maxima de 40° de temperatura". En la
siguiente grafica, de la AEMET, en la que podemos ver la temperatura que ha hecho en Méalaga desde las
19h del 13 de abril a las 18h del dia siguiente. Puedes comprobar que:

Malaga. Temperatura (°C)

13 abr 13 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr
20:00 22:00 00:00 02:00 04:00 06:00 08:00 10:00 12:00 14:00 16:00 18:00
26 °C

24 °C
22 °C
20 °C
18 °C
16 °C

14 °C

Bl Temperatura (°C)

© La temperatura maxima se alcanza a las 14h del 14 de abril (25,6°C)

@ La temperatura minima se alcanza a las 6h y a las 8h del 14 de abril (13°C)

@ A las 7h del 14 de abril hay un maximo relativo, pues es la temperatura mas alta en un
pequefio periodo de tiempo (de las 6 a las 8h).

Para poder averiguar la temperatura maxima o minima necesitamos una tabla de datos observados o una
grafica como la anterior, pues la temperatura local no la podemos expresar con una funcion derivable.

Veamos por tanto qué ocurre en la siguiente funcién, y comparemos con su derivada:

(]
"

Dg == = o o -
=2
3
Qo
o
o
(=]
o -

1 v 5 5 7 8 0 2 3 ‘\é-/ 7 8
I
a
11 : 1 —

Minimo absoluto

)
9

g
L]

FUNCION DERIVADA

A la izquierda tenemos una funcién f(x) y a la derecha su derivada f '(x).

@ Minimo: si te fijas en los dos minimos, a su izquierda la funcidén es decreciente y a la derecha es
creciente équé quiere decir eso para la derivada? Como vimos en el apartado anterior, equivale a
gue a la izquierda la derivada es negativa y a la derecha positiva (como puedes ver en la grafica



de la derivada). Pues si en ese punto la derivada pasa de negativa a positiva, quiere decir que
debe ser nula.

@ Maximo: en el maximo pasa algo parecido, pero en este caso pasamos de funcién creciente a
decreciente, es decir, de derivada positiva a negativa. Al igual que antes, en ese punto la
derivada debe ser nula.

/rporiance

Si una funcion tiene un extremo relativo en el punto x=a vy, en 1)
él, existe la derivada, entonces se cumple que f'(x)=0. Maximo relativ

-1 o

Los puntos que anulan la primera derivada reciben el hombre ./\

de puntos criticos y, entre ellos, pueden estar los extremos Pendiente = 0
relativos de una funcion. A

»
o
~

Imagen de elaboracién propia

— —

El problema se plantea en que no siempre se cumple lo contrario de lo que aparece anteriormente. Una
funcion puede anular su derivada en un punto y sin embargo no tener en él un extremo relativo. Por

ejemplo, la funcion f(x)=x3 siempre es creciente, mientras mayor es x mayor es la funcién, por tanto, no
tiene extremos. Sin embargo, su derivada en el punto x=0 vale cero. Por ello vamos a ampliar las
condiciones anteriores con nuevos datos.

[rpportante —

Si la funcién f(x) tiene derivada nula en el punto x=a, f'(a)=0, y existe la segunda derivada
en dicho punto se cumple:

e Sif"(a)<0, la funciéon tiene (o alcanza) un maximo relativo en x=a.

e Sif'"(a)>0, la funcidn tiene (o alcanza) un minimo relativo en x=a.

I— T—

Como puedes observar seguimos dejandonos casos atras,
porque en lo anterior no se dice nada sobre qué ocurre si
f'"(a)=0. Ademas puede haber funciones que tengan extremos
relativos y su derivada primera no se anule porque no exista la
derivada de la funcién en ese punto. Por ejemplo, eso le

ocurre a la funcion f(x)=|x2—3x| en los puntos en los que tiene
minimos relativos, como puedes apreciar en la imagen.

Por ello, en general, lo mas cdmodo es estudiar el signo de la
primera derivada (en aquellos puntos en los que exista) y
tener presente las siguientes definiciones:



'@ Una funcion alcanza un maximo relativo en un punto si en él
' pasa de ser creciente a decreciente.

@ Una funcioén alcanza un minimo relativo en un punto si en él
pasa de ser decreciente a creciente.

e e S e e T T e

Imagen de elaboracién propia

Para que veas como podemos hallar maximos y minimos con la derivada, mira el siguiente ejercicio
resuelto.

(@]
— 1of 9 —

Extremos
Presentacion de saulvalper alojada en SlideShare
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Corprueba o Jrreraic/o

Una conocida compafiia de telefonia va a poner a la venta un nuevo modelo de teléfono
movil para el que prevé unas ventas para los primeros afios que vienen dadas por la funcién
f(;c) — 40z , donde x es el nUmero de meses transcurridos desde que se saca a la venta

z24]1 . . .
y f(x) se mide en millones de unidades vendidas.

a) Determina los posibles maximos o minimos de la funcién.

J x=-1

O Do T J
O T J
O T J

| Solucién
i 1. Correcto E
E 2. Incorrecto i
i 3. Correcto E
i 4. Incorrecto ]
b) ¢En qué mes se alcanzara el mayor nimero de ventas?

(] Al ponerlo en venta

(J El primer mes

(J El segundo mes

| Mostrar retroalimentacion

| Solucion
i 1. Incorrecto |
i 2. Correcto E
E 3. Incorrecto i

La funcion tiene un minimo, pero no aporta informacién relevante a nuestro problema,
porque:

(] No es un dato necesario para la empresa

(J El punto en el que se alcanza no pertenece al dominio del problema
(J El punto en el que se alcanza no pertenece al dominio de la funcién

| Mostrar retroalimentacion |




1. Incorrecto
2. Correcto
3. Incorrecto

¢Qué numero de unidades se prevé vender en el momento de maximas ventas?
(J 10 millones de unidades

________________________________________________________________________________________________________________________

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

| Solucion

1. Incorrecto
i 2. Correcto
' 3. Incorrecto

Ejercicr/o resuelto

Halla los extremos relativos de la funcién que estudiamos en el ejemplo del apartado
_ 2
anterior flz)= 1

| Mostrar retroalimentacion |

iVamos a estudiarlo de las dos formas posibles. En primer lugar utilizando la segunda !
:deﬁvada. :

| Habiamos hallado la primera derivada
~(=+1)?
y habiamos estudiado que se anula en x=0 y en x=-2.

! HaIIamos la segunda derivada.

(22+2)(z+1)2—(22+422)- 2(::-*-1) Wr+1)-(z+1)2—(22427)- 2(::-*-1)

=) =
(r+1)% (x+1)%
_ et D{E+) ~(e2422) 2@+ _ 9
(z+1)% (z+1)% 7 (z41)3

i Debemos observar que solo nos interesa el signo de la segunda derivada, no su valor.

e f'(0)>0, por tanto tenemos un minimo relativo en el punto (0,f(0))=":
(0,0). Recuerda que para obtener la segunda componente siempre se:
sustituye el valor de x en la funcién, no en las derivadas.




e f'(-2)<0, por tanto tenemos un maximo relativo en el punto (-2,f(-2))=
(-2,-4).

Sin embargo creemos que es mas facil estudiando la variacién del signo de la primera
derivada. Recuerda lo que hicimos en el apartado anterior.

f(x)>0 f(x)<0 f(x)>0
|

|
| |
= 0

: Podemos observar claramente que en el puntos x=-2 pasa de ser creciente (f'(x)>0) a
i ser decreciente (f'(x)<0), luego hay un maximo relativo. Y en el punto x=0 pasa de ser
: decreaente a convertirse en creciente, por lo que existe un minimo relativo.

Corprueba o Jrreraic/o

la funcibn que estudiaron Angela y Andrés en el apartado anterior,

f(x) =£3-35245 , interesa saber doénde estdn los extremos relativos pues suelen
coincidir con lugares en los que se instalan luces ambientales.

El maximo absoluto se consigue en el punto ( |:| , |:| ).

El minimo absoluto corresponde al punto ( |:| , |:| ).

Ejercic/io resuelto

La potencia f(x) en vatios consumida por cierto aparato eléctrico, en funcién de su
resistencia (x) en ohmios viene dada por la expresién:

fe)= (a:+12)2

Hallar la potencia maxima y el correspondiente valor de x.

| Mostrar retroalimentacion |

Calculamos la derivada de la funcidn f(x)

_ 4(x+12)2—4x-2-(x+12) _ 4(z+12)—4x-2 _ —4x+48
| fiz)= (x+12)% T (@128 T (z+12)°

: Igualando a 0 para calcular el punto critico, obtenemos:

_4£+48 ~ . A P AS -~ . 48 a 4



=U = —4Ir+4i=uU = J?:ﬁ = =14

(z+12)°

Habria que calular la segunda derivada y comprobar el signo de f''(12). Si es positivo
tendremos un minimo relativo y si es negativo un maximo relativo.

) = —4-(r+12)°—(—42+48)-3(z+12)*
o (z+12)° o
_ —4(z+12)—(—4x+48)3 8r—192
(z+12)% T (z+12)%

8(12)—192

I _ O\xa)jida
Fg =" T <0

Como f'"(12) es negativo, tenemos en (12,f(12)) existe un maximo relativo. Por tanto la
potencia maxima que es el dato que nos solicita el problema es f(12). Esto es:

4(12) 1 .
f(12)= ((IZ)TZ)Q =3 W (vatios)

________________________________________________________________________________________________________________________

Ejercic/io resuelto

Prueba de Acceso a Grados para Mayores de 25 aifos - Ao 2007

Halle los maximos y minimos relativos de la funcién f(x)=x3-9x. Determine también en qué
intervalos es creciente y decreciente la funcion.

| Mostrar retroalimentacion |

fx) = x> - 9x

fx)=3x*-9




Para hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento hallamos
los valores para los cuales la primera derivada es 0.

flx)=3x*-9=0

Resolviendo la ecuacion de arriba obtenemos las siguiente soluciones

X = J3—,x2 = — ﬂ
Esto nos permite definir los siguientes intervalos donde
vamos a estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion .

Valor de f'(x) en el intervalo
Intervalos  (se prueba un valor de x cualquiera  Monotonia
que pertenezca al intervalo )

(—2.—4f3) f(=2)=3.22-9=33>0 Creciente
(=.3..3) f(0)=3.02-9=-9<0 Decreciente
(f3.0) f(2)y=3.22-9=3>0 Creciente

Para hallar los maximos y minimos relativos de la funcion hallamos la segunda
derivada de la misma.

fx)=3x*-9
f(x) = 6x

Comprobamos el signo de la segunda derivada para cada valor de x; = /3 .x; = - /3.

Valores de x Valor de f(x) Extremo relativo

x1 =3 f(3)=6,/3>0 Minimo
x2=-43. f(-H3)=-6/3 <0 Méximo

Ejercic/io resuelto

Sea f: R—[R Ia funcién definida por f(x)= Ln (x2+1) , siendo Ln la funcion
logaritmo neperiano.

a. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos
relativos de la funcién f.

b. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de
inflexion de abscisa negativa.

Mostrar retroalimentacion |




_______

_________________________________________________________________________________________________________________

a. Hallamos la derivada de la funcion

f'@=35

El signo de f' solo depende del signo de x, pues el denominador es siempre :
positivo. Por tanto, la funcidon es decreciente en (—00,0) y creciente en:

(0,+00) . Luego en el punto (0,f(0))=(0,0) la funciéon pasa de decreciente a
creciente y hay por lo tanto un minimo relativo. |

b. La derivada segunda es :
" 2—2x2
f ( ) ($2+1)2 i

y se anula en x=-1y en x=1 (compruebalo tu).

Comprobamos que x=-1 (que es el punto al que se refiere el apartado b.) es !
un punto de inflexién verificando que f'"'(-1) es distinto de 0 (hazlo tu). '

Para calcular la ecuaciéon de la recta tangente a la funcién en el punto de:
abscisa -1 utilizamos la ecuacion:

y-f@) = f' @)
y=f(-1) = f(-D-(-1)
y—Ln 2 = (-){z—(-1)
y—Ln 2 = —z-1

y = —z+ Ln 2-1

Relflexiona

Sea f: R—R Ila funcién definida por f(x) = ($—3)3x .

a. Calcula los extremos relativos de f (puntos donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

b. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en su punto de
inflexion.

| Mostrar retroalimentacion |

a. La funcién tiene un minimo local en el punto (2,—82) .

b. EIl punto de inflexion es (1,—28) y la tangente en ese punto es:
Y=—er—e .




Ejercicr/o resuelto

JUNIO 2010 ANDALUCIA

Sea la funcion f (x) = 2x* — ( 1/3)x° . Calcule:
a) (1 punto) Los intervalos de crecimientoc y decrecimiento.
b) (1 punto) Las coordenadas de sus extremos relativos.

Actividad tomada de http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

| Mostrar retroalimentacion |

(a) y (b)

Dado gue la funcion f(x) es una funcion polindmica, sabemos que es continua y derivable en todo R.
Calculamos su primera derivada.

f(x) = 2x° — (1/3)x°.

f(x) = dx - x%

Sabemos que los extremos relativos anulan la primera derivada

De f(x) = 4x — x*= 0, tenemos 4x — x*= x(4 — x) = 0, de donde x =0 y x = 4 (sabemos que si el
producto de dos numeros es cero, uno por lo mencs es 0), gue seran los posibles extremos.

(Entramos con un valor cualquiera a izquierda y derecha de dichas soluciones en f'(x) para ver su
signo, el cual nos determinara el crecimiento o decrecimiento de f(x) )

Como f'(-1) = 4(-1) — (-1 )2 =-5 <0, f(x) es estrictamente decreciente en (-=,0)
Como f'(1) = 4(1) - (1 )2 =3 > 0, f(x) es estrictamente creciente en (0,4)
Como f'(5) = 4(5) — (5)2 =-5 <0, f(x) es estrictamente decreciente en (4,+x)

Por definicion en x = 0, f(x) tiene un minimo relativo y vale f{0) = 2(0)% - (1/3)(0)° = 0.
Por definicién en x = 4, f(x) tiene un maximo relativo y vale f(4) = 2(4)% — (1/3)(4)° = 32/3.



http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

4. Curvatura (concavidad, convexidad, puntos de
inflexion)

w-ie))
%
>))

Codncavo (abajo) y Convexo

Concavo (arriba)

Puente de la Barqueta Concave Fotografia de Jgiigezfi?gr? Flickr. Licencia
Fotografia de Tutty en Flickr. Licencia CC Fotografia de MS-R en Flickr. Licencia CC g cc ’

Mira las curvas de las fotos. Otra de las caracteristicas de las funciones es su curvatura, y los objetos que
aparecen en las imagenes de arriba tienen diferente curvatura.

Si coges dos puntos de la parte superior del puente y los unes con una cuerda, ésta quedard por debajo de
la curva (es concavo). En el caso de la rampa, si unimos dos puntos la cuerda queda por encima (es
convexa).

La curvatura de una funcién también se puede estudiar a partir de las derivadas. En la siguiente escena de
GeoGebra, mueve el punto P a lo largo de la funcién para ver cémo varia la monotonia y la curvatura de la
funcion.

Observa el cambio en la primera y segunda derivada en los puntos de abscisa x=-1, x=0, x=1, x=2 y x=3,
e intenta averiguar la relacién. Pulsando las casillas de monotonia y curvatura veras los intervalos en los
gue cambian estas dos caracteristicas.

Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC


http://www.flickr.com/photos/tutty/2693960834/
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/
http://www.flickr.com/photos/senroy/4316528917/
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/
http://www.flickr.com/photos/jackace/383036447/
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/
https://www.geogebra.org/material/iframe/id/TP2Rf4ab/width/680/height/404/border/888888/smb/false/stb/false/stbh/false/ai/false/asb/false/sri/false/rc/false/ld/false/sdz/false/ctl/false
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

'

Inpportante —

La curvatura de una funcion estudia la forma en que esa funcion se curva y se mide por su
relaciéon con la tangente. Hay dos tipos de curvatura.

Una funcion se dice que es céncava en un punto si al trazar la tangente a la funcién en
dicho punto, la funciéon queda por debajo de la tangente en los alrededores de ese punto.

Una funcion se dice que es convexa en un punto si al trazar la tangente a la funcién en
dicho punto, la funciéon queda por encima de la tangente en los alrededores de ese punto.

Convexa
Concava

Iméagenes de elaboracion propia

— T —

o -

En el apartado 2 del tema hemos visto como el signo de la primera derivada nos indica la monotonia de una
funcion. Ahora veremos como la curvatura viene determinada por el signo de la segunda derivada. Recorre
la funcion de la siguiente ventana y observa el signo de la segunda derivada.

Applet de mduran alojado en GeoGebra. Licencia CC


https://www.geogebra.org/m/kpBB4jg3
http://www.geogebratube.org/material/iframe/id/27594/width/512/height/315/border/888888/rc/false/ai/false/sdz/false/smb/false/stb/false/stbh/true
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

'

Irportante —

Si tenemos una funciéon que admite, al menos, hasta la segunda derivada en un punto x=a
tenemos el siguiente resultado.

i
¢ Si f”(a)>0 , la funcién es convexa (U) en el punto a.
esi f (a) <0, 1a funcién es cédncava (N) en x=a.

Luego para estudiar los intervalos de concavidad y convexidad de una funcion, basta
estudiar donde es positiva y negativa la segunda derivada.

P— . \“

Y ahora, como hemos hecho en los apartados anteriores, veremos un ejercicio resuelto.

Concavidad

o
— lof7 —

Curvatura
Presentacion de saulvalper alojada en SlideShare

¢Te atreves a estudiar la curvatura de una funcién? Aqui tienes un problema sencillo.

Corprueba o Jpreraic/o

Necesitamos estudiar la curvatura de la funcion f:t? _M

estamos realizando. Completa los campos en blanco con los resultados que obtengas:

para un proyecto que

e La primera derivada de la funcién es f '(x) = (x*+ [ ] x3) /[ ]
e La segunda derivada es f "(x) = [ _|x3+[ |x?
@ La funcion f(x) es cdncava en (-, |:| )

@ La funcién f(x) es convexa en ( |:| ,+00)
e Tiene un punto de inflexién en P=([ |,[ |)



http://www.slideshare.net/saulvalper
https://www.slideshare.net/saulvalper/curvatura

@ (Existe punto de inflexion en x=-3?§i/n§|:|

iObserva que en x=-3 se cumple que f '"(-3)=0, pero como no cambia la curvatura, no
i hay punto de inflexion en dicho punto.

Ejercic/io resuelto

iCuidado con los picos! Todo lo que hemos visto funciona perfectamente si estamos
trabajando con funciones continuas y derivables, pero por desgracia no siempre podemos
contar con que nuestra funcidon tenga esas condiciones... Por ejemplo, observa la siguiente
grafica:

Por la grafica, écudles son sus maximos y minimos absolutos y relativos? (La parte de la
izquierda no tiene ninguna asintotal horizontal, y por tanto no se estabiliza alrededor de
ningun valor.)

| Mostrar retroalimentacién |

Maximo absoluto: no existe, pues como hemos apuntado, a la izquierda se toman
valores muy altos.

Maximo relativo: en x=0 se alcanza un maximo relativo, y en x=2 otro (es el punto mas

' Minimo absoluto: en x=-2, ya que en x=2 el valor obtenido no es 0 sino 2.
i alto en un pequefio entorno).

Minimo relativo: no existe.

¢En qué intervalos es creciente y en cuales decreciente?

| Mostrar retroalimentacién |

Decreciente: en (-c0,-2)U(0,+ )

Creciente en (-2,0)




¢Dénde es céncava y donde convexa?

| Mostrar retroalimentacion |

Es céncava en (-o0,2) y convexa en (2,+c0).
La funcién que tenemos representada es:
(NV—x—2 =i x <=2

Flx) =1 4—x% si —2=x<2

Si x=2

fllx)=7 —2x St —2<x<2

Esta funcion es continua en R—{9} v derivable en R—{-2,2} .

Sabemos que los maximos y los minimos cumplen que f '(x) = 0, pero en x=-2 no existe
derivada, y sin embargo tenemos un minimo. Igualmente nos ocurre en x=2. Si igualamos
a cero la derivada, en sus tres trozos, sélo obtendremos un punto posible: x=0 ¢Qué ocurre
entonces?

Para estudiar los maximos y minimos de una funcion que no es derivable, hay que estudiar:

@ Los puntos en los que se anula la primera derivada en la parte que sea una
funcion derivable.
@ Los puntos donde la funcidn no es derivable.

Nos ocurrird lo mismo para los puntos de inflexién.

Estudia el crecimiento y decrecimiento con la primera derivada en cada uno de los trozos de
la funcién.

| Mostrar retroalimentacion |

i @ En el primer trozo la funcién derivada es siempre negativa, por lo que f es
i decreciente si x<-2

i @ En el segundo trozo la funcién derivada es positiva en (-2,0) y negativa en
i (0,2), luego es creciente en (-2,0) y decreciente en (0,2).

E @ En el tercer trozo la funcién derivada siempre es negativa, luego f es
i decreciente si x>2

Uniendo esta informacidn obtenemos lo mismo que dedujimos de la grafica.

Ejercic/o reswuelto




Estudia los intervalos de concavidad y convexidad de la funcion

flo)=2%+23-352-5242

| Mostrar retroalimentacion |

Hallamos la segunda derivada de la funcion

(@) =1202462-6
Igualamos a cero, simplificamos y resolvemos la ecuaciéon de segundo grado

z=-1
1
2

1222462-6=0 = 2z242x-1=0 = {

Estudiamos el signo de la segunda derivada en los intervalos que nos indican esos
valores.

(x)>0 | £(x)<0 | (x)>0

| I
4

1
2

1
Por tanto la funcidn es coéoncava en el intervalo (_112 y convexa en

(—oo,—l)U(%s+oo)

r----------------------------------------

Reflex/ions

En un invernadero se esta realizando el
estudio del crecimiento de un nuevo tipo
de planta. Es interesante estudiar
cuando crece mas y cuando menos, por
ello, los cientificos quieren estudiar la
curvatura de la funcidbn que han
aproximado al crecimiento de la planta
en las primeras semanas. Esa funcién
viene dada por la expresion

f(x)z‘% 3:r3+3:r2 a‘+3

Ayldales hallando los intervalos de
concavidad y convexidad de esa funcién.

Fotografia en INTEF. Licencia CC

| Mostrar retroalimentacion |

Como suponemos que partimos desde cero en el estudio, la funcidon sera céncava en el
intervalo [Oll)U(Q,-FOO) y convexa en el intervalo (1,2) .



ttp://recursostic.educacion.es//bancoimagenes/ArchivosImagenes/DVD17/CD05/30658__158_m_1.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/

'

Inpoortante —

Un punto de inflexion es aquel en el que la funcidn
cambia de curvatura, es decir, en el que pasa de concava a
convexa o viceversa.

: Si trazamos una tangente a la funcion en ese punto se
1 N puede apreciar que a un lado del punto la funcion queda
Punto de por encima de la recta tangente y al otro lado por debajo.

inflexion

Imagen de elaboracion propia

— - \\‘

i i
Como en el punto de inflexion la funcion pasa de céoncava (f (a) <0) a convexa (f (a)}O) , lo normal
es que en ese punto la funcién se anule. Compruébalo en la siguiente ventana observando que pasa en los
puntos x=-3, x=0 y x=2, que son puntos de inflexidon de la funcidn.

Applet de mduran alojado en GeoGebra. Licencia CC

'

Inpoortante —

£ £
Si una funcién f cumple en un punto x=a que f (a) =0y f (a)?éo entonces la funcion


https://www.geogebra.org/m/crswhb7B
http://www.geogebratube.org/material/iframe/id/27596/width/678/height/327/border/888888/rc/false/ai/false/sdz/false/smb/false/stb/false/stbh/true
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/

tiene en X=a un punto de intfiexion.

Si es complicado el calculo de la derivada tercera, lo usual es estudiar el signo de la
segunda derivada antes y después del punto x=a. Si cambia su signo entonces es punto de

inflexion.
I — .
Ejercicio resuelto 'l

Determina los puntos de inflexion de la funcién f(€) = z44£3-322-5x42

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

. ! Ya estudiamos en el apartado anterior los intervalos de concavidad y convexidad de esta
' funcion.

I
Su derivada segunda es f ($)=12$2+61?—6 , que se anulaba en los puntos

£=-1yZ£=5 y los intervalos de signo son:

(x)>0 | (x)<0 | (x)>0

I I
41

1
2

Por tanto tenemos dos puntos de |;flexién, en concreto en los valores
1 (1 1 1
(-LA-D)=(-19) y (2’f (2)) (2 16)

________________________________________________________________________________________________________________________

Corprueba o Jprercic/o 'l

En una compaiia petrolifera estan
estudiando el numero de miles de
bidones de combustible que han servido
en las cuatro primeras semanas del
mes. Les interesa conocer si el aumento
o disminucién ha sido muy rapido o noy
para ello quieren localizar los puntos de
inflexiéon en ese reparto.

Después del estudio realizado han
aproximado la entrega de combustible a
la funcidn siguiente:

4 3
f(a:) 0_*_:5 11a: NE-L Y 9 90+3

Los puntos de inflexion de esa funcidn
se obtienen en:

[ —

Fotografia en INTEF. Licencia CC



http://recursostic.educacion.es//bancoimagenes/ArchivosImagenes/DVD17/CD06/30803__158_m_1.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/

D
(1, 772)
(1. D

Corprueba o Jpreraic/o

_ x945x4
Necesitamos estudiar la curvatura de la funcion f(:r;)— 10 para un proyecto que
estamos realizando. Completa los campos en blanco con los resultados que obtengas:
e La primera derivada de la funcién es f '(x) = (x*+ [ | x3) /[ ]
e La segunda derivada es f "(x) = [ _|x3+[ |x?
@ La funcion f(x) es concava en (-co, |:| )
@ La funcion f(x) es convexa en ( |:| ,+00)

@ Tiene un punto de inflexién en P=( |:| , |:|)

@ (Existe punto de inflexion en x=-3? (si/no) |:|

iObserva que en x=-3 se cumple que f "(-3)=0, pero como no cambia la curvatura, no
i hay punto de inflexion en dicho punto. :

________________________________________________________________________________________________________________________

Ejercicio resuelto

Sea la funcion f: R— R definida por f(:c) =z+4e ¥ |

a. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, asi como los
extremos relativos o locales de f.

b. Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f.

| Mostrar retroalimentacion |

 Hallamos la primera derivada fr f

F@=1-es

Calculamos los puntos donde se anula




l—e ™7 =0 =eeT=] =% —2=0 = =0

/
La derivada cumple que para <0 — f («TJ)<0 por lo tanto la funcién es

/
decreciente en (—00,0) . Para los restantes valores, si z>0 — f (:C)>0 Yy, por
eso, en el intervalo (0,+00) la funcidn es creciente.

En el valor x=0 la funcién pasa de decreciente a creciente, luego hay un minimo relativo
en (0,1).

. 1 —_— . . .
La segunda derivada vale f (x)—e x y como la funcién exponencial siempre es
positiva, la segunda derivada siempre es positiva y por tanto la funcién siempre es
convexa.




Resumen

[mportante

funcion respecto a su crecimiento o decrecimiento.

Cuando hablamos de monotonia, nos estamos refiriendo al comportamiento de una
Sea f una funcion derivable en un intervalo (a, b), entonces es:

¢ Creciente en el intervalo (a,b) si f'()() = () en todo el intervalo (a,b)

¢ Decreciente en el intervalo (a,b) si f’(x) < (0 en todo el intervalo (a,b)
[mportante

"
en dicho punto se cumple:

Si la funcién f(x) tiene derivada nula en el punto x=a, f'(a)=0, y existe la segunda derivada

e Sif'"(a)<0, la funcién tiene (o alcanza) un maximo relativo en x=a.

e Sif'"(a)>0, la funcién tiene (o alcanza) un minimo relativo en x=a.
/rporiance

tenemos el siguiente resultado.

I—

Si tenemos una funcion que admite, al menos, hasta la segunda derivada en un punto x=a
estudiar donde es positiva y negativa la segunda derivada.

i
e Si f”(a)}o , la funcién es convexa (U) en el punto a.
@ Si f (a) <0 | |a funcién es cédncava (N) en x=a.

Luego para estudiar los intervalos de concavidad y convexidad de una funcién, basta

[mportante

£ £
Qi 1ina fiincidAn f climnle en 11N niinta y=a aiie f (a)zo Y f (a)$0 entancec la fiinciAn
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tiene en x=a un punto de inflexién.

Si es complicado el calculo de la derivada tercera, lo usual es estudiar el signo de la
segunda derivada antes y después del punto x=a. Si cambia su signo entonces es punto de
inflexion.
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