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1. Sucesiones ?314 7Zare\
| lnportante —

Pensando en la prueba...

Como ya habras descubierto, este tema esta
intimamente relacionado con numeros y funciones,
por lo que se hace imprescindible que hayas
adquirido soltura en el manejo de ambos conceptos.

Respecto al examen, hasta la fecha es frecuente
encontrarnos con actividades relacionadas con las
progresiones aritméticas y geomeétricas, destacando

también apartados en los que se trabaja con el Universidades Piiblicas

interés simple y compuesto.

’

de Andalucia

I —

Una sucesion numérica es todo conjunto ordenado de numeros
reales: &y Qo Qg dy---

Cada uno de los elementos de la sucesion se llama término. Como
puedes ver, se utilizan los subindices para conocer el lugar que ocupa
cada término en la sucesion.

Se llama término general al que ocupa el lugar indeterminado #, .
Dicho término se expresa como & . En muchas ocasiones, los
términos de las sucesiones se pueden determinar a partir de cierto
criterio, este criterio se denomina regla de formacion.

Es decir, estas reglas de formacion nos ayudan a definir la sucesion,
para lo que podemos usar cualquiera de estos métodos:

& Descriptivo. Consiste en describir mediante alguna propiedad,
o dando algunos elementos de la sucesidn para deducir dicha
propiedad (por ejemplo, la sucesion de los nimeros pares).

@ Analitico. Al igual que ocurre con las funciones, una sucesion
puede en ocasiones venir expresada por una férmula de tipo
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algebraico, como @y =2 -1 . No siempre es posible calcular el término general de una sucesion,

como ocurre con los nimeros primos.

@ Recurrente. En él a partir de un determinado término, los demas términos de la sucesion son
definidos a partir del anterior o anteriores. Este tipo de sucesiones se llaman también recurrentes

(por ejemplo, &1 = 5 Gp=mn"- 4,18 71 22 ).

Estos métodos para definir las sucesiones, en ocasiones también nos sirven para clasificarlas.

Por ejemplo, si tenemos una sucesién definida de forma recurrente de tal manera que cada término,
exceptuando el primero, es la suma del anterior mas una cantidad fija (diferencia), estamos ante una
sucesion o progresion aritmética. En cambio, si se obtiene como el producto del término anterior por

una cantidad fija (razén), estamos antes una progresion geométrica.

En el siguiente cuadro puedes ver un resumen de las caracteristicas mdas importantes de este tipo de

progresiones:

Progresion Definiciéon

Término Suma de los
general n términos

Suma de los
infinitos
términos

Aritmética | a,=a,_ |+ d | a,= a1—|—{n—1}-d
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Geométrica

Una de las aplicaciones mas importantes de este tipo de sucesiones es de caracter financiero, y es que
cuando queremos obtener el capital final a partir de un capital inicial y un interés, este puede calcularse
utilizando una de las férmulas anteriores. Solo tenemos que saber si estamos ante un interés simple o
un interés compuesto.

@ El interés simple se calcula y se paga sobre un capital inicial que permanece invariable, es decir,
es siempre la misma cantidad (capital inicial) la que produce intereses.

@ En el interés compuesto en cambio, los intereses que se obtienen al final de cada periodo de
inversion no se retiran sino que se reinvierten o afiaden al capital inicial.

Si llamamos €'; al capital inicial que depositamos o solicitamos al principio, y C't al capital final que
obtenemos al cabo de un tiempo ¢, conociendo el interés 4 en tanto por ciento, podemos expresar
este capital final de la siguiente forma:

Interes simple: Cy=C;4+C;-1-t=Cy- (142 -¢)

Interes compuesto: Cp=C, - {l—i—i}t

Todos estos conceptos podemos resumirlos en el siguiente esquema:



SUCESIONES
NUMERICAS

término

general

[Ler de formacion n]

{ Progresiones ]
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_ P. ARITMETICAS

a,=a,+(n-1)-d

R

P. GEOMETRICAS

R Interpolacion

(a,+a.)n r-a,-a
5"'+ 5n‘T= si [r|>1 — s_‘=~:_—'r si |r|<1
[ Interés ﬂmple] [Inturis ::umpuutu]
C,=C,-(1+i-t) C,=C,-(1+i)"

\ /

[ Interes ham:arius]

Ejercic/o resuelto

Curso 2009/2010

’ a) En una progresion aritmética de 20 términos, el
primero es 5 y el décimo 32. Halla su razén y la
suma de sus primeros 20 términos.

b) Un banco concedié a una empresa un préstamo a
un interés compuesto del 6 % durante 5 afos y al
cabo de ese tiempo el interés acumulado es de
3.382,25 €. ¢(Qué capital presté el banco a la

Universidades Publicas empresa?
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

ia) De la progresion aritmética sabemos que f3‘*1:5 y ‘3‘10:30 . Nos piden Iai
i diferencia, Ld , lo que en el enunciado llaman la razoén, y la suma de los primeros 20 :

Tar




1 Terminos, 230 .

Q.I'I'l

espejamos 4 :

32=5438d =2 27=9d—=d=3

Ahora, y aplicando la féormula, hallaremos 53[] . Pero antes hay que calcular el valor

'de Ggq=01+19d =5+193=5+57 =63
p

or tanto, la suma de los primeros 20 terminos sera:

Luego la suma es 335.

I_I'I'IO'

C5.

EI interés es del 6 %, por tanto %= 0,06 . Y el tiempo 5 afios, es decir =15 .

Los intereses acumulados son la diferencia entre el capital prestado por el banco y el :
pagado por la empresa, es decir C'5—C'; = 3.384,25 euros |

'sabemos que Cs=Cy (L,06)°  por tanto Cj - (1,06)° — C; =3.382,25

: Operando

n primer lugar calculamos g . Sabemos que &{p=— a1—|—9d . Sustituimos valores y

1‘“"20

) En primer lugar, situemos el ejercicio.
| capital que presté el banco a la empresa es el capital inicial C';

cantidad total que pagd la empresa por ese préstamo a 5 afios es el capital final

i 0=

C, - (1,065-1)=3.382,25 — C, - 0,338225 = 3.382,25 — C,; = 10.000 euros

5—|—52

20 = 10=2335

Ejerc/c/o resuelto

’

Universidades Publicas
de Andalucia

Curso 2010/2011

IMostrar retroalimentacion|

___________________________________________

‘tanto, d =13

a) Sabiendo que el primer término de una
progresion aritmética es 30 y el cuarto es 39, halla
la diferencia de la progresién y la suma de sus
primeros 25 términos.

b) Hace cuatro afios se depositd una cantidad de
dinero en una cuenta de ahorro, a un interés
compuesto, con un rédito del 4 % anual. Si el capital
obtenido finalmente es de 6.424,22 euros, calcule el
capital inicial que se depositd y los interes totales
que ha producido en los 4 afios.

_________________________________________________________________________

ta) Primero hallamos la diferencia 5‘4:5‘1+3d , es decir, 39=3043d. Pori




i Antes de calcular la suma tendremos que conocer cuanto vale %55, Operamos

Gqr = 30+24 -3 =102
Ya podemos aplicar la formula y tendremos que

| aytagg) - 25 (30-+102) - 25 .
5525:(1 553' _( +g) _L23 ) g

b) Situemos el problema planteado.
| Nos piden el capital inicial, es decir C'y .
El periodo de tiempo es 4 afios, por tanto +—=4 .

{ El interés compuesto es del 4 %, por lo que % =0,04 .

! El capital final es de 6.424,22 euros, es decir C'4 =6.424,22 .

| Sabemos que Clq=C,;-1.04% = -1,16985 |
| 6.424,22
| Despejando tenemos que Ci= 1,16985 — 5.491,49 euros _

i Los interes son el resultado de restar el dinero despositado y el capital obtenido: !

| C4—C;=6.42422—5.49] 49=93273 euros .

Ej/erc/c/o resuelto

Curso 2011/2012

’ Una persona coloca 20.000 € en un producto de

inversion que ofrece una rentabilidad anual del 2 %
de interés compuesto durante 3 afos. Determina los
intereses producidos cada afio y el capital final
obtenido al acabar el plazo previsto.

Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

En primer lugar, dejaremos claro los datos de que disponemos.

El capital inicial, C;=20.000 euros .

El interés es compuesto del 2 %, por tanto ¢ =0,02

Y el periodo es anual de 3 afios, luego =13 .

Nos piden, el capital final al cabo de 3 afios, CS y los interes obtenidos cada afo.

: Empecemos por el capital final,

| C3=C1 - (144)° =20.000 - 1.023 = 21.224,16 euros .

Veamos cuales son los intereses anuales.
E

| El primer afio 20.000 - 0,02 =400 euros .

e o B T T T NTITTRE & I L T e lalalalaliiy Ralal e Ta . Nala

e m e m e m e — e — e ——————— e —————————————————



| £l SegUNao ano napra_que apicar dicn0 _Y,Wé a AUUUU-+4UU = 4U.4UU EUros ,
i por tanto tendremos 20.400 - 0,02 = 408 euros .

|El tercer afio se aplicard el 0,02 a 204004408 = 20.808 euros , lo que daré

\ 20.808 - 0,02 =416,16 euros .

i Por ultimo, y s6lo como observacion, si sumamos 400 + 408 + 416,16 obtendremos !
11.224,16 euros, que son los intereses totales de los tres afios, que al sumarlos a
i 20.000 nos dara los 21.224,16 eruos de capital final que ya habiamos obtenido.




2. Estadistica unidimensional igr-l //";"':\

#

[rportante -

Pensando en la prueba...

Lo mas importante de la estadistica unidimensional,
en relacion con el examen de la PAU para mayores
de 25 afios y en funcion de las pruebas aparecidas
en aflos anteriores, es saber organizar la
informacion en tablas de frecuencias, y calcular los
parametros de centralizacion (media y moda) y los
de dispersion (varianza y desviacion tipica). Esto
requiere ser meticuloso en los calculos, ya que un
simple error al obtener la frecuencia, la marca de Universidades Plblicas
clase, incluso en la media puede provocar que el de Andalucia

resto de la actividad no sea correcta.

La Estadistica es la rama de las matematicas que se encarga de recolectar y organizar datos con el
objeto de inferir conclusiones sobre ellos. Al igual que en Algebra, habldbamos de ecuaciones,
incdgnitas..., la Estadistica tiene su propio vocabulario para referirse a los distintos elementos que
componen un estudio estadistico. En la siguiente presentacion puedes repasar los mas comunes:

Estadistica

Conceptos previos al estudio

Cuando realizamos un estudio estadistico, los datos que obtenemos debemos organizarlos para poder
sacar conclusiones provechosas de ellos. Tenemos dos formas de organizar estos datos: mediante
tablas o/y graficos estadisticos. En la siguiente presentacion te explicamos como recoger toda la
informacidon en una tabla que posteriormente te serd muy util. Ademds, con relacién a los graficos
estadisticos destacamos dos, por su sencillez de construccion y por la informacion que nos trasladan a
simple vista.



Estadistica

Organizacion de datos

|~ Jmporeae =

Notacién

Muchos de los conceptos mencionados anteriormente los denotamos con una
nomenclatura especial.

Marca de . . .
clase Numero Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia

o total de apsoluta relativa abs. rel.

datos datos acumulada ET U T ETE]

Puede ocurrir que si utilizas otros textos como referencia, esta notacién cambie.
—-' -..--" e __‘__H-""

Por uUltimo, para analizar estos datos se hace imprescindible resumirlos de manera que se conserve la
mayor informacion posible y que representen el comportamiento global de la poblacion.

Esto lo vamos a hacer a través de una serie de medidas que complementaran unas a otras:

# Medidas de centralizacién, buscan las caracteristicas del centro de la distribucién, y son la
media, moda y mediana.

@ Medidas de posicidn, indican, una vez ordenados, cuantos elementos quedan a la izquierda o
derecha de uno dado: cuartiles, deciles, centiles o percentiles.

» Medidas de dispersion, proporcionan una idea sobre la separacién de los datos: rango o
recorrido, desviacidon media, varianza, desviacién tipica y coeficiente de variacion.

@ Medidas de forma, proporcionan una idea de la simetria de la distribucién: coeficiente de
asimetria.



MEDIDAS
ESTADISTICAS

Posicién

Cuartiles
Son los valores
que dividen a la
distribucién de
valores
ordenados en
cuatro partes
iguales

R, = Qs — O

Recormido
intercuartilico

Centralizacién Dispersion
1 = I. @oem Recorrido
N Es la diferencia
- entre el mayor y
Media menor valor que
toma esa
variable
Mediana
En el conjunto de
mi o= T = a
ordenados, es el :
que ocupa la Varianza
posicién central
Moda Desviacion tipica.
Es el valor més Es la raiz
frecuente cuadrada de la
varianza
.= #L ."—.I'l b}
Desviacion
media
cv=_%
Coeficiente de
variacion

Percentiles
Son aquellos
parametros que
dividen el
conjunto
ordenado de
valores en 100
partes iguales

Haz clic en la imagen para ampliar

Ejercricrio resuelto

Curso 2011/2012

En una urbanizacién se ha realizado un estudio
sobre el niumero de personas que habitan en cada
piso y se obtienen los siguientes datos:

- u?

Personas| 1

2

3

4

5

Pisos (20

60

52

35

18

a) éCuantos pisos hay en la urbanizacion?
b) Determine la media y la moda de la distribucién.
c) Determine la varianza y la desviacion tipica de la

micma
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Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

.a) El nUmero de pisos se corresponde con la suma de todas las frecuencias absolutas
' de la distribucién, por lo tanto, el total de pisos es 20+60+52+35+18=185.

b) La moda de la distribucién es aquel valor que tiene mayor frecuencia absoluta, por
i lo que, la moda de nuestra distribucion es 2.

La media:
—  1-304-2-604-3-5244-3545-18  E2§
T =
18G5
Varianza

o2 1%20+2%-60+32-52442-35+5% 18

=T = 2,84

—
ot

1738

185

Desviacion tipica

—2,84% = 72 —8,0656 = 1,33

____________________________________________________________________________________________________________________

Ejercic/o reswuelto

’

Universidades Pulblicas
de Andalucia

Curso 2010/2011

IMostrar retroalimentacion|

Vamos a estudiar el numero de errores por pagina, por lo tanto la modalidad de Ia
' variable es el nUmero de errores, y su frecuencia absoluta es el nUmero de paginas !

! que tienen esos errores.

En la correccion de errores tipograficos de un texto
se han encontrado 22 paginas con un solo error en
cada una, 9 paginas con dos errores en cada una, 6
paginas con 3 errores en cada una, 3 paginas con 4
errores en cada una, 2 paginas con 5 errores en
cada una y ningun error en las 58 paginas restantes.

a) Construya las tablas de frecuencias absolutas y
relativas de la distribucion del nimero de errores
por pagina de ese texto.

b) Halle la media y la desviacién tipica del nimero
de errores por pagina de dicho texto.

Niimero de‘ Frecuencia‘ Frecuencia | Frec. Abs. | Frec. Rel.




“errores Ab?{’;"ta Re?:iva AcuEIl:Iada Acun&t:lada
0 58 % — 0,58 58 0,58
1 22 %_3 —0,22 80 0,8
2 9 % —0,09 89 0,89
3 6 % — 0,06 95 0,95
4 3 % —0,03 98 0,98
5 2 % —0,02 100 1
TOTAL 100 1
b) Media:
=— 0-58+1- 22+219[]—[|:]_3 644-34-5-2 —0,8

i Para calcular la desviacidn tipica, primero calculamos la varianza:

02-58+12.22422.9432.6+42-3452.2 _ o 210
52 = 100 —0,84=1355—0,64=1,46

i Desviacion tipica:

____________________________________________________________________________________________________________________




3. Estadistica bidimensional %}y-l =N

#

Inpoortante —

Pensando en la prueba...

Los problemas de regresion lineal, hasta el momento
no son muy frecuentes en la prueba porque pueden
resultar muy tediosos en cuestion de calculo, sobre
todo si se manejan tablas de doble entrada. Es por
ello por lo que si nos encontramos con alguno, lo
normal serd que se trabaje sobre una tabla simple
con pocos datos, como en el ejercicio resuelto.

Para poder avanzar en este tema, es imprescindible Universidades Piiblicas
gue te defiendas con mucha soltura en la estadistica de Andalucia
unidimensional, pues se volveran a manejar
conceptos como media, desviacion tipica...

Una Variable Estadistica Bidimensional (X,Y) es el resultado del estudio de dos caracteres X e Y en
los elementos de una poblacion.

Para cada elemento de estudio obtenemos un par de valores que notaremos (x;,Y;), donde x; es el valor
para el factor X, e y; para el factor Y.

En una variable bidimensional (X,Y), cada una de las variables por separado (X) e (Y) constituyen
variables unidimensionales estadisticas, por lo que podemos calcular sus medias {iﬂ,y:‘ y sus
desviaciones tipicas {'17,:1: 1 Jy:' . A estas variables se les conoce como marginales.

Pero al igual que haciamos con las variables estadisticas unidimensionales, antes de poder sacar

conclusiones sobre la relacidn existente entre ellas o sobre los datos obtenidos, lo primero que debemos
hacer es organizar y representar los datos.

Organizar: Tablas de doble entrada

Las tablas de doble entrada son Utiles en casos en los

que tenemos gran cantidad de datos o en los que los Nube d t
pares de datos pueden aparecer repetidos, en cuyo upbe de puntos

. i ¥ - -
caso trabajamos con la frecuencia "3 . En caso
contrario, hacemos uso de una tabla simple (como
puedes ver en el ejercicio resuelto).

Representacion: Nube de puntos

Se representa sobre un par de ejes cartesianos. En
este caso, cada punto representa un par de datos de
la variable estadistica bidimensional.

'

Las nubes de puntos nos ayudan si existe
dependencia (correlacion) entre las variables que
forman la distribucion bidimensional.

Imagen de elaboracion propia

@ Correlacion funcional: si existe una relacién funcional entre las variables X e Y. Es decir,
podemos calcular los valores de Y a partir de los de X, con una funcion.

@ Correlaciéon positiva o directa: existe cierta relacién entre ambas variables, y al aumentar los
valores de X también aumentan los de Y.


http://es.slideshare.net/Patricia_Perez/tablasdedobleentrada-15931676

@ Correlacion negativa o inversa: existe cierta relacién entre las variables, pero al aumentar los
valores de X disminuyen los de Y.

@ Correlaciéon nula: no existe ningun tipo de relacidn entre ambas.

Esta forma de representacién nos puede ayudar a intuir si la dependencia es mas o menos fuerte, pero
tenemos unos parametros que nos ayudan a saber cdmo serd exactamente esta correlacion:

Formula Interpretacion
N
Ef”’" El signo de la covarianza nos permitira saber el tipo de correlacion:
_i= -
Ixy="F . . . . .
. @ Si la covarianza es positiva, la correlacion sera directa.
Covarianza ,
@ Si la covarianza es negativa, la correlacién sera inversa.
mn 1
LY
==l .
G
El valor del coeficiente de correlacidon lineal r siempre serd un nimero
Coeficiente . comprendido entre -1 y 1.
de r= (,J’{ZH Su signo nos indicara el sentido de la correlacidon (positiva o negativa) y
correlaciéon cuanto mas préximo esté su valor a 1 o -1, mas fuerte sera la
| correlacion.

Pero, ¢para qué necesitamos saber si existe relacion entre una variable y otra?

La principal ventaja es poder predecir posibles resultados, lo que es posible gracias a la recta de
regresion, que seria la recta que mejor se adapta a la nube de puntos.

Férmula Interpretacion
E:J:ZSién ;le y=§+0—?(x—f) Nos permite "predecir” valores de la variable (distribucion) Y que no
sobre X ol conozcamos sustituyendo el valor de la X.
Eeec::sién ;Ie .f‘=T‘~n‘ity—y) Nos permite "predecir" valores de la variable (distribucion) X que no
so%re Y 0! ' | conozcamos sustituyendo el valor de la Y.

E/ercic/o reswuelto

Curso 2009/2010

Una cooperativa aceitera quiere realizar un estudio
sobre la influencia de las campafias publicitarias en
sus cifras de ventas. Para ello dispone del gasto
estimado en publicidad y del volumen de ventas de
los ultimos 5 afios (ambos en miles de euros):




Universidades Publicas
de Andalucia

X: Gasto en publicidad 25

2.8

29 3.1

3.5

Y: Ventas 200 .

221

230 239

248

a) Obtenga la recta de regresion de Y sobre X. éCudl serd el volumen de ventas si la
inversion en publicidad ascendiera a 3.8 millones de euros?

b) Calcule el coeficiente de correlacidn lineal e interprete su valor.

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

N=5:

Xj

2,5
2,8
2,9
3,1
3,5

marginales:

Yi
200
221
230
239
248

X|2

6,25
7,84
8,41
9,61
12,25

Yi2

40000
48841
52900
57121
61504

Nos piden calcular la recta de regresion de Y
sobre X, para lo que utilizamos la formula

Usando los datos que nos dan en el problema
construimos la siguiente tabla, sabiendo que

Xi'Yi
500
618,8
667
740,9
868

TOTAL 14,8 1138 44,36 260366 3394,7

Calculamos la media y las desviaciones tipicas

____________________________________________________________________________________________________________________




4. Introduccion a la Probabilidad ?zw-l A=\

#

Inpoortante —

Pensando en la prueba...

La probabilidad es un tema muy recurrente en la
prueba. Ademas, los ejercicios de los Ultimos afios
recorren muchos de los conceptos que hemos
trabajado en el tema: trabajo con experimentos
compuestos, operaciones con sucesos,
reconocimiento de las peculiaridades de los distintos
tipos de sucesos (incompatible, independiente...).

Por ello, es conveniente que manejes tanto los Universidades Piiblicas
conceptos, como la nomenclatura y las formulas con de Andalucia
mucha soltura.

Al enfrentarnos a una nueva disciplina, siempre debemos prestar mucha atencién al vocabulario basico
gue se maneja, de esta forma podemos ahorrarnos futuros problemas. En la siguiente presentacion
puedes recordar conceptos como: experimento aleatorio, espacio muestral y suceso. Ademas,
aprovechamos para recordarte los tipos de sucesos, las posibles relaciones existentes entre ellos, y las
operaciones basicas, asi como las leyes de Morgan. Todo ello acompafiado de un recurso que te ayudara
visualmente a entender estas operaciones y propiedades.

Probabilidad

Conceptos previos
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Histéricamente se han usado distintas formas de asignar la probabilidad:

1. Probabilidad clasica o de Laplace: La probabilidad de un suceso consistiria en dividir el
nimero de casos favorables entre el nimero de casos posibles. Esta definicion teorica de
probabilidad es til en los experimentos aleatorios de tipo finito, cuando es posible obtener el
numero de casos favorables y el nUmero de casos posibles y estos son igualmente probables.

2. Probabilidad frecuentistica o empirica: Consiste en tomar como medida de la probabilidad de
un suceso la frecuencia relativa con la que este aparece. Hay personas que en los juegos de azar
llevan una estadistica de los resultados que se van obteniendo y toman las frecuencias relativas
como sindénimo de probabilidad.

3. Probabilidad subjetiva: algunas personas asignan probabilidades de forma subjetiva, por ideas
preconcebidas y carentes de toda ldgica. Asi se dice que si el afio pasado el premio de la loteria
navidefia acabd en 5 este afo es mejor coger numeros que no acaben en 5.

Todas estas asignaciones de probabilidad tienen algo en comun: la probabilidad de un suceso es un
numero entre 0 y 1 (aunque a veces aparezca como un porcentaje), una medida de la frecuencia con la
gue consideramos que tal suceso ocurrira.

Irmportante

En un experimento con resultados equiprobables, la probabilidad de un suceso es el
cociente entre el nimero de resultados favorables al suceso partido por el nimero de
resultados posibles del experimento, es decir, el nimero de sucesos elementales. Este
resultado se conoce como Regla de Laplace.

niumere de cases favorables a A

P(de un suceso A)=

niimero de casos posibles



http://proyectodescartes.org/EDAD/materiales_didacticos/EDAD_4eso_probabilidad-JS-apli/4q12_contenidos_1b.htm

Si haces clic en la imagen de la izquierda, veras como
se calculan algunas probabilidades utilizando esta
definicion, a través de un applet del Proyecto Edad.

Observa esos ejemplos y fijate en que siempre
conocemos el espacio muestral asociado al
experimento. Pero, équé ocurre cuando partimos de
otras probabilidades o de experimentos compuestos
donde es mas dificil determinar el espacio muestral?

En la primera situacién debemos tener en cuenta la
relacion existente entre los sucesos de los que
conocemos la probabilidad, y entre aquellos en los
que la desconocemos. Para ello, es conveniente que
recuerdes las siguientes formulas:

En una urna hay diez bolas numeradas del 1 al 10
Se saca una bala al azar, todas [as bolas tienen 1a
mistma prohahilidad de ser extraidas

casos favorables

R casos posibles

A

®

Probabilidad del suceso imposible

P(B)=0

Probabilidad del complementario

P(A%y=1-P(A)

Probabilidad de la union sucesos
incompatibles

P(AUB)= P(A)+P(B)

Probabilidad de la union

P(AUB)= P(A)+P(B)-P(ANB)

Probabilidad condicionada (A sabiendo B)

P(ANE)

PA|B)="p@E)

Probabilidad de la interseccion sucesos
independientes

P(ANB)=P(4) - P(B)

En la segunda situacion abordamos aquellos experimentos en los que cada prueba equivale a la

realizacién conjunta de varias pruebas simples, ya sea simultanea o sucesivamente.

La probabilidad de un suceso de un experimento compuesto se calcula a partir de las probabilidades de
los sucesos simples que lo forman. Para calcular la probabilidad de un suceso de un experimento

compuesto se pueden usar varios métodos.

Uno de estos métodos consiste en usar los diagramas en arbol. En el diagrama, en cada paso, vamos
escribiendo las probabilidades de los experimentos simples que componen nuestro experimento
compuesto. Se observa el camino de las ramas que nos conducen a la solucién. El producto de las

probabilidades de las ramas de dicho camino sera la probabilidad del suceso solucion.
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En los siguientes ejercicios resueltos de pruebas de afios anteriores, se trabajan ambas situaciones:

Ejerc/c/o resuelto

Curso 2011/2012

’ Sean A y B dos sucesos incompatibles de un espacio
muestral cuyas probabilidades son P(A)=0,25 vy

P(B)=0,35. Calcule P(ANB), P(AUB) y P(A“NB)

Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

v}

0S sucesos son incompatibles cuando no tienen ningln elemento en comun, es
ecir, ANB=g. Por lo tanto, P(ANB)=0.

Q

AL B




P(AUB)

Utilizando la férmula de

P(A°NB)

i Si nos fijamos detenidamente en la imagen, la preguntaria seria équé parte que no !

la unién de dos sucesos P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB):
i obtenemos que P(AUB)=0,25+0,35-0=0,6. ;

i esta en A coincide con la de B? En este caso coincidiria con el propio B, pues Ay B no:
tienen ningln elemento en comun, por lo tanto P(A“NB)=0,35.

1
1
1
1
L

Efercicio resuelto

’

Universidades Pulblicas
de Andalucia

Curso 2010/2011

mismo color.

IMostrar retroalimentacion|

i Llamemos R al suceso "extraer una bola roja", B "extraer bola blanca" y N "extraer !

ia) Como tenemos que extraer dos bolas estamos hablando de un experimento:
i compuesto, cuyo espacio muestral (todos los casos posibles) es

E={(R,R) (R,B) (R,N), (B,R), (B,B), (B,N), (N,R), (N,B)}.

bola negra"

De una caja que contiene 2 bolas rojas, 3 blancas y
1 negra, se extraen al azar dos bolas,
sucesivamente y sin reemplazamiento, y se
observan sus colores en el orden en el que se
extraen.

a) Describa el espacio muestral de este experimento
aleatorio.

b) Halle la probabilidad de que la primera bola
extraida sea roja.

c) Halle la probabilidad de que las dos bolas sean del

S}
.
) =




O

' b) En la primera extraccion tenemos 6 bolas en total, y 2 de las cuales son rojas. Por

i lo tanto,

i ¢) Nos preguntan por la probabilidad de que sea (R,R) o (B,B) (las dos bolas negras
no puedan ser pues solo tenemos 1 en la caja).

: P{{H R}L_J{B B)} P{{R R}}+P{{B B}} (ya que ambos sucesos son

 P(RR)=f%i=1 , P(BB)=3i=¢

: Observa como en la primera extraccion tenemos todas las bolas (6) y en la segunda
i extraccién al ser sin reemplazamiento tenemos una bola menos (5).

 Por tanto P(las dos bolas del mismo color):%—k%:g

T

(g1

O

) |

° -
o

1

F

incompatibles)
1

4

Ej/erc/c/o resuelto

’

Universidades Plblicas
de Andalucia

Curso 2009/2010

IMostrar retroalimentacion|

Se lanzan simultaneamente dos dados cuyas caras
estan numeradas del 1 al 6. ¢Cudl es la probabilidad
de que la suma de las dos caras sea 12?




El espacio muestral asociado al experimento tirar dos dados es:

E={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (51),
(5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)

Es decir, tenemos 36 casos posibles equiprobables.

Pero, éen cuantos de ellos la suma de los dados es 12? Solamente en el caso (6,6)

Por lo que, si llamamos A al suceso "obtener 12 en la suma de las caras de dos:

dados", y aplicando la regla de Laplace obtenemos:

P(A)=3




5. Variables aleatorias discretas i j_arl =N

Inpoortante —

Pensando en la prueba...

Como ya habras visto en el tema, no disponemos de
actividades sobre estos contenidos en las pruebas de
anos anteriores. Pero también es cierto que la
prueba de Matematicas Aplicadas a las Ciencias
Sociales tiene pocos afnos de existencia. Por este
motivo no debemos confiarnos y dejar a un lado el
trabajo con la binomial, que una vez que le
tomemos el pulso puede resultar bastante sencillo.

Universidades Pulblicas
de Andalucia
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Se llama variable aleatoria a cualquier funcidn numérica definida sobre el espacio muestral.
Supongamos, por ejemplo, que lanzamos 6 monedas. El nUmero de caras obtenidas se consideraria una
variable aleatoria que podria tomar los valores 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Las variables aleatorias se pueden clasificar en funcion de los valores que pueda tomar:

@ Diremos que una variable aleatoria es discreta si los valores que toma son nimeros enteros. Por
ejemplo, el nimero de caras obtenidas.

@ Llamaremos variable aleatoria continua a la que toma valores en un intervalo de nimeros reales.
Por ejemplo, la duracién de una llamada.

La probabilidad de que una variable aleatoria X~ tome el valor } esla suma de las probabilidades de
aquellos sucesos elementales en los que el resultado es |} . La manera como se reparten las
probabilidades para los distintos valores de [k se llama distribucion de probabilidad de la variable
aleatoria.

Inportante —

Llamaremos distribucién de una variable aleatoria discreta X al conjunto formado por
los valores que toma < y de las probabilidades de que ocurran cada uno de ellos F; .

Estas probabilidades, p¢=P(X=$E':' , también reciben el nombre de funcién de
probabilidad, y cumplen las siguientes propiedades:
1. Son siempre positivas, es decir p-zl >0 .

2. La suma de todas es igual a 1.

—- - ﬁ-—'—



Ejercricrio resuelto "

Realizamos el experimento aleatorio de sacar dos cartas de una baraja espafiola con
reemplazamiento, y definimos la siguiente variable aleatoria ¥ = "numero de oros que
obtenemos".

Contesta a las siguientes cuestiones:

xr

a. Describe los valores ~; que puede tomar la variable X .

b. Determina el espacio muestral, E.

c. Calcula la funcién de probabilidad, ¥;= p(X = 35};:' , de la variable X .

IMostrar retroalimentacion|

a) Posibles valores de X son 1=0, £9=1y $3=2 esdecir, 0, 1, 0 2 oros
' respectivamente. i

D

Oros |Copas |Espadas|Bastos
oros | 00 | oc OE oB
§ Copas | CO | CC CE CB §
' Espadas| EO EC EE EB '
: Bastos | BO BC BE BB :

c) Para calcular la funcion de probabilidad, p(X=x;), de la variable, debemos observar
que

: X= L= 0 cuando ocurre el suceso {CC, EC, BC, CE, EE, BE, CB, EB, BB}. ;
X= Lo =1 cuando ocurre el suceso {CO, EO, BO, OC, OE, OB}. :
X= Log= 2 cuando ocurre el suceso {00}. i

Por tanto, la funcidon de probabilidad es:

i g i
p1=p(X =5)=p(X =0)=1=0,5625

i 6 .
EPE_ pX =xq)=p(X =1)=15=0,375 :

| 1 |
| py=p(X =z3)=p(X =2)=43=0,0625 ,

\.

[rportante

En una variable aleatoria discreta X% , definiremos la funcion de distribucién asociada
a ella como:



o) = p(X <)

que asocia a cada numero g , la probabilidad acumulada hasta él.

— T—

A continuacién, vamos a definir dos distribuciones discretas.
Distribucion de Bernoulli

Si en un experimento aleatorio Unicamente nos interesara si ha ocurrido o no un determinado suceso
A , de probabilidad [ , podriamos definir una variable aleatoria X que asignara el valor 1
(E=éxito) a cada elemento de A vy 0 (F=fracaso) si el elemento no pertenecea A .

La funcion de probabilidad de dicha variable aleatoria, llamada distribucién de Bernoulli seria:

PX =1)=P("éxito" ) =p
J[P(X =0) =P("fracaso") =1-p=gq

En la experiencia del ejercicio resuelto anterior, podemos considerar el éxito como sacar dos oros, por

tanto p=0,0625 vy la distribucién sera Be(0,0625) .

Sus parametros son:

@ Esperanza matematica: U =p .
& Varianza: Jg:p g,

@ Desviacion tipica: o=/F"q

Distribucion Binomial

Al repetir 4, veces un mismo experimento de Bernoulli el nimero de éxitos X define una variable
aleatoria que puede tomar los valores U, 1,-- - 1 .

La distribucién de probabilidad de dicha variable X se llama distribucién Binomial y se designa por

B{ﬂ 1 13':' donde s, es el nimero de veces que se repite el experimentoy I la probabilidad de éxito
de la distribucion de Bernoulli.

Inportante

Diremos entonces que una distribucién X es binomial, si cumple las siguientes
caracteristicas.

1. Es un experimento aleatorio que se repite 4, veces de modo independiente.

2. Cada vez que se realiza el experimento solo pueden darse dos sucesos al estilo de
la Bernoulli, éxito o fracaso.

3. La suma de las probabilidades del éxito y fracaso debe ser 1. Normalmente P es
la probabilidad del suceso éxito, y ¢ :1—p la del suceso fracaso. La distribucién
la denotaremos por X es B':ﬂ 1 Pj.' .

Su funcion de probabilidad es:

ﬂrY - Ii':'l - {.{l‘-ﬂk.f{'l _ﬂ.\l'n_k



A e WY IV o

donde L es el numero de éxitos de los queremos conocer la probabilidad. Por tanto
k- puede tomar los valores 0,1, 2+« 1,

1L

I[I.

Nota: Te recordamos que ) representa el nUmero combinatorio de s, sobre L .

I— - .

En el siguiente video de youtube de juanmemol, se presentan varios ejemplos de calculo de
probabilidades asociadas a variables aleatorias que siguen distribuciones binomiales.

Si X es una variable aleatoria binomial, B':ﬂ 1 IJ':' , tendremos que:

@ Su esperanza matematica o mediaes u="%n-p .

@ La varianza es ngn-p-q.

@ Y la desviacion tipica es la raiz cuadrada de la varianza 5 — JATD g


https://www.youtube.com/watch?v=qfX_Wf7NJNc
http://www.youtube.com/user/juanmemol

6. Variables aleatorias continuas i _'_Jrl =N

Inpoortante —

Pensando en la prueba...

Las actividades sobre calculo de probabilidades con
variables aleatorias que se distribuyen segun una
normal son muy frecuentes en la prueba, por eso
junto con el examen siempre viene adjunta la tabla
necesaria para ello. Por este motivo es
imprescindible:

@ Saber calcular probabilidades con la normal
estandar IN(0, 1) . Universidades Plblicas
de Andalucia

@ Calcular probabilidades distintas de las que te
da directamente la tabla, ya sea tipificando una
normal de media [ vy desviacidn tipica . , recurriendo al contrario...

P - s

Ya vimos en el tema anterior que una variable aleatoria es continua si al realizar el experimento
aleatorio, entre cada dos valores, el nUmero de valores que puede tomar es infinito. Por ejemplo, la
altura de una persona, la longitud del dedo indice, el peso de un perro o el caudal de un rio...

Inpoortante —

Una variable aleatoria continua X queda determinada por una funcién f que
llamaremos funcion de probabilidad o funcion de densidad.

f debe ser siempre mayor o igual que cero y el drea debajo de su grafica tiene que
ser 1.

La probabilidad estard definida como el area delimitada por la grafica de f y el eje
horizontal.

En el caso de X — g, dicha probabilidad es cero P':XZGC'ZD , Ya que no se
encierra ningun area.

Para un intervalo, la P':fl <X = b:' sera igual al area que hay bajo la grafica de f en
el intervalo [a 1 b]

Area bajo la curva es 1

F=



plx=c)=0

a b c

Imagen de elaboracién propia

T—— — -

-

Del mismo modo que entre las variables discretas hemos introducido el modelo binomial, entre las
variables continuas vamos a introducir un modelo al que se ajusta un gran numero de variables de
nuestro entorno. Este modelo se va a llamar distribucién Normal, y su nombre se debe ni mds ni menos
a que la gran mayoria de variables que se refieren a aspectos fisicos, psicoldgicos, socioldgicos,
bioldgicos, etc. se ajustan a este modelo, o sea, que lo normal, es que sea una variable Normal.

La distribucién Normal se expresa por N(# ] t?r:' , donde el primer pardmetro [ , representa la media
de la variable aleatoriay  la desviacidn tipica, y la representacion de su funcion de densidad es una

campana de Gauss:

-2 -1 0 1 2

En el caso particular de que la sea media 0 y desviacion tipica 1, es decir, N{D 1 1}, la llamamos
distribucion Normal estandar y la designamos por 7 .

Esta distribucion Normal estandar la utilizaremos para calcular probabilidades de variables aleatorias
que se distribuyen segun una Normal, independientemente de su media y su desviacién. Pero antes de
dar este paso hay que saber como calcular las probabilidades asociadas a esa Normal estandar, para lo

que utilizaremos una tabla donde se recoge P':E = 3[]:' con “q =0 , que es el area encerrada debajo
de la campana de Gauss para valores inferiores a ) :

La siguiente presentacion te serd muy util para aprender el manejo de dicha tabla:


https://www.google.es/search?q=campana+de+gauss&hl=es&rlz=1C1SKPL_enES451ES451&tbm=isch&tbo=u&source=univ&sa=X&ei=5LtBUYOdIeiS7AawxoGgDA&ved=0CEUQsAQ&biw=1600&bih=766
http://127.0.0.1:51235/PAU_MA_U4_T4_Contenidos_v02/resources/tablanormal_MA2.pdf

Calculo de
probabilidades
N(0,1) con tal

| -

. 10f22

Resumiendo para calcular la P{Z < fl:' con Z N'i[:' 1 1:' y @ =0, solo debemos acudir a la tabla.
Pero, ¢qué ocurre cuando aun distribuyéndose segin una N':D , 1 gueremos averiguar P{Z Z fl:' o
P(Z < ﬂ:‘ con g< , incluso la combinaciéon de ambas cosas?

p(Z > 0)=1-p(2<0)

p(Z S —o)=p(Z 2a)=1-p(Z<aq)

p(Z >-a)=p(Z <a)

pla < Z <b)=p(Z <b)-p(Z<a)

Para memorizar estas "formulas" solo tienes que racionalizarlas, recurriendo a su interpretacion
geométrica. A esto te puede ayudar la siguiente escena de Geogebra que ademas esta acompafiada de
la tabla de la distribucién normal, para que contrastes los resultados.

= & B | ¢ o E
1 [ o o1 a0z | ooz -
2 0 as 0504 1sed | o5e2|
3 [ THIUE | D43 | 0mavE | 0asi7|s
F 0z 0ETA | nsax | osam | oses
5 03 | oewn | usne | omess | wsess
& 0+ CAS54 | NSl | 0GGZA | 0EAG4
Z’“N{D 1 ::| 7 05 ceots | uess | oews | oz
3 [T 0725 | 072 | ovaza | 073t
% 07 atsa | oFsnt | oveaz | 07E73
w| o= T7E81 | 0791 | ofosm | og9nr
1| oa 0AtER | natas | oAziz | nmeda
r P{f.i 0.61) 12 1 QHAT3 | 02438 | osan) | uBess
i = Al CARAA | naws | oAsAR | 0 ATDA
rP(Z=-0.48) 1 12 | cesas | omss | osess | wssoe
I EE] Conaz | Do | og0es | 0.00&2
18 14 cete2 | 07 | osa2 | oseds
4 2 H i L [ v 15 00337 | D@Ms | omasy | o0ar
w| 14 08452 | 08453 | 08474 | 0Bepd
w| ar THS5: | 0954 | 08873 | 09sE2
m | a DR | n@sw | @RS | nBRsd
4 n ¥

Haz clic en la imagen para abrir la escena

Por ultimo, en el caso en el que no trabajemos con la Normal estdndar, sino que nos den una media
& distinta de 0 o una desviacidn tipica . distinta de 1, tendremos que recurrir a la tipificacion de la


https://www.geogebra.org/m/qT2mAa4D
http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_flldvn/PAU_MA_U4_T4_Contenidos_1718_v03/tablanormal_MA2.pdf
https://www.geogebra.org/m/qT2mAa4D

variable . Este proceso consistird en convertir una variable X que se distribuye segin una Normal
N':P'r 17} en una Normal esténdar % , para lo que restaremos & a la variable X vy dividiremos
entre g , esto es:

K
Si XNN':I-‘:J:' entonces & = JFNN':D,U.

Puedes practicar este proceso con las siguientes actividades de pruebas anteriores:

Ejercricio reswuelto

’

Curso 2009/2010

En un colegio se estudia la distribucion de la nota de
Matematicas de sus estudiantes, resultando ser una
Normal de media 7.2 y desviacién tipica 1.2. Se
elige al azar un estudiante de ese colegio, écudl serd
la probabilidad de que su nota en esta asignatura
sea mayor que 7.5?

Universidades Plblicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

Sea X ="nota de la asignatura de Matematicas". Sabemos que A N(’F’.E 1 1-2:'

Para resolver el problema que se nos plantea tenemos que hallar la P':X}?-Ei:l .

' Hagamos el cambio de variable — 1.2 , Yy tendremos que % es la Normal
| estandar.

i Realicemos las operaciones necesarias con el cambio anterior:

| X—72_ 75172
L p(ASTE) = p(TTa >y ) = p(Z>0.25)

Como el area debajo de la gréafica de la normal es 1, tenemos que:
| p(Z>0.25)=1-p(Z <0.25)
Buscamos en la tabla y obtenemos que:

p(X>75) = p(Z£>0.25) =1—p(Z <0.25) =1-0.5987 =0.4013

i ciento. ;

____________________________________________________________________________________________________________________

Ejercic/o reswuelto

Curso 2010/2011

El peso de las manzanas que se producen en una
huerta sigue una ley Normal con una media de 150
i B gramos y desviacion tipica de 20 gramos.




a) ¢Qué porcentaje de estas manzanas tendra un
peso inferior a 115 gramos?

b) Halla la probabilidad de que una manzana,

elegida al azar en este huerto, tenga un peso que se

encuentre entre 165 y 220 gramos?

Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

!Sea X ="peso de las manzanas"

EXNNI:15U,ZU}, y se nos plantean dos cuestiones P{X<115) y
| p(165<Xx220) | |

X =150

Realizamos el cambio de variable Z = 70 , por tanto Z N':D 3 1:' .
a) Operamos:
- p(xc115) = p(ESRLAEHE _ pize175)

iAhora bien, esa probabilidad no viene en las tablas, pero gracias a Is propiedades de
i esta dlstrlbUC|on tenemos que: ;

p(Z<—175) = p(Z>1.75) = 1—p(Z < 1.75)

Vaya

i En la imagen se explica graficamente lo que se ha hecho.

Buscamos en las tablas, y obtenemos P(Z<1.75)=0.9599
por tanto (X115} = 1—p(Z<175) = 1-0.9599 = 0.0401 .

Luego el porcentaje de manzanas que pesa menos de 115 gramos es del 4 %.

b) Resolvamos la segunda cuestion que se nos plantea: P{155¢1X¢1225} .

i Haciendo el cambio de variable, tenemos que:

| p(165 < X<220) = p(P20 A0 20Ny _ 75 7<35)

EApIicando las propiedades de la probabilidad, tenemos que:
| p(0.75<Z<3.5) = p(Z<3.5)—p(Z<0.75) =0.99977 07734 = 0.2263 .

Lo que quiere decir que el 22.63 % de las manzanas pesan entre 165 y 220 gramos.

____________________________________________________________________________________________________________________

Ejercricio resuelto

Curso 2011/2012

La duracion de un tipo de pilas alcalinas sigue una
T distribucion Normal de media 55 horas y una




» desviacion tipica de 6 horas.

a) Calcula la probabilidad de que una pila elegida al
azar dure mas de 53 horas.

b) Halla la probabilidad de que una pila elegida al
azar dure entre 56 y 58 horas.

Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

....................................................................................................................

! Sea X ="duracién de las pilas alcalinas"

| Estamos ante una variable X ~v IN(55,6) .

i En primer lugar realizamos el cambio de variables para obtener una Normal estandar: !

| X—55
 Z="F2~N0,1)

a) Veamos en primer lugar p(X>53) .
X 55 53— 55:1

ETenemos que p(X>53) = p( p(Z>-033)

i Gracias a la simetria de la distribucion Normal tenemos que:

p(Z>-0.33)= p(£<0.33)

_..//\ _= /\\\\ﬂ

-0.33 033

Por ultimo, y con la ayuda de las tablas, obtenemos que:

P':X}53:' P(Z‘i':' 33:‘ 0. 53'34 lo que quiere decir que el 63 % de las pllas
i dura mas de 53 horas.

| b) Veamos ahora la p{56<X<58) |
Tipificando tenemos que:

i 56—55 X —55 58 55 §
i p(56«:::_X«::58:| = { & < & :'_ ':':' 17<Z<0. 5:' y aplicando las:
i propiedades de la probabilidad: :

p(0.17<Z<0.5) = p(Z<0.5)—p(Z2<0.17)

" N
i . e

" 0170 05 05 0.170

Haciendo uso de las tablas:
§ p{D.lT{Z{D.E} = p(Z«::D.E.}—p{Z«::D.l?} =0.6915-05675=0.124

Lo que implica que el 12.4 % de las pilas duran entre 56 y 58 horas.
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