Estadistica y Probabilidad: Distribuciones de
probabilidad. Variable continua.
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1. Variable aleatoria continua
169 caras y 231 cruces.

probabilidad p(X=169).

-
2l
Lanzamos una moneda 400 veces, y nos preguntamos por la probabilidad de que salgan justamente

i)

o)

seguira disminuyendo.

A
Recordemos lo que estudiamos en el tema de las variables aleatorias discretas, y en concreto en la
uso de una calculadora, incluso una hoja de célculo, nos dara error, ya que el nimero combinatorio es
inmensamente grande, y las potencias de 0.5 son nimeros decimales con muchos ceros.

400
Si aplicamos la féormula, tenemos que dicha probabilidad es igual a (

163

distribuciéon binomial. Sabemos que estamos ante una B(400, 0.5), y nos preguntamos conocer la

). 0.5160 . 5231

. Haciendo
Gracias a algunas aplicaciones como GeoGebra podemos saber que esa probabilidad es 0.0003. Un

numero pequefio, pero si nos alejamos de un numero cercano a 200 caras o cruces, dicha cantidad
de que obtengamos mas de 200 caras.

Y es que en un numero tan grande de lanzamientos no tiene sentido preguntarnos por una cantidad
concreta de caras o cruces, sino por un intervalo de apariciones. Por ejemplo, cual es la probabilidad
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considerarlas puntualmente, sino en intervalos.

En este tema estudiaremos distribuciones con funciones de probabilidad que no

tiene sentido


https://pixabay.com/es/photos/mano-mantener-dedo-euro-moneda-517114/
https://pixabay.com/es/service/license/
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1.1. Definicion

En octubre de 2012 el Instituto Nacional de Estadistica (INE) publicaba una encuesta sobre la estructura
salarial entre los trabajadores del estado espafiol. De los datos recogidos se extraia el siguiente grafico.
En el eje horizontal se representa el sueldo anual y en el vertical el nimero de asalariados.

F00000 -
GO0000 -
500000 -
400000 -
300000 -
200000 -
100000 -

il

0 20000 40000 B0000 BODOO 100000

Imagen de elaboracion propia

Podemos considerar la variable aleatoria continua X que a cada sueldo mensual le asocia el
numero de asalariados que tienen ese sueldo. La grafica anterior seria la funcion de probabilidad de

xX.

En las distribuciones continuas tiene sentido preguntarse por la probabilidad de un intervalo de la
variable, pero no un valor puntual de ella.

Por ejemplo, por el estudio del INE sabemos que el salario mediano es de 19.000 euros, por tanto

podemos afirmar que P{X ‘:119[][][]}20-5 , ya que el valor mediano divide a una distribucion
justamente por la mitad.

Dicho de otro modo, el area que hay bajo la grafica de la funcidon desde el salario 0 y hasta el salario
19.000 euros es igual que el drea que hay bajo la curva desde 19.000 y hasta 100.000 euros, por tanto

también se tiene que P(X > 19000)=0.5
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Inpoortante —

Una variable aleatoria continua X queda determinada por una funcion f que
llamaremos funcion de probabilidad o funcién de densidad.


http://www.ine.es/
http://www.ine.es/prensa/np741.pdf

f debe ser siempre mayor o igual que cero y el area debajo de su grafica tiene que ser
1.

La probabilidad estard definida como el area delimitada por la grafica de f y el eje
horizontal.

En el caso de X — g, dicha probabilidad es cero, P(XZCL}ZD , ya que no se
encierra ningun area.

Para un intervalo, la P{ as X< b:‘ sera igual al area que hay bajo la grafica de f en
el intervalo |:r;r, 1 b

Area bajo la curva es 1

a b c

Imagen de elaboracion propia
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Como acabamos de ver la IJI:XZG&:'ZD , Si X es una variable aleatoria continua. Por tanto, el
hecho de que los extremos de un intervalo estén o no incluidos en la probabilidad que hay que calcular,
no afecta su valor.

Es decir p{a{X < b}:p{aiﬁXiﬁb}:p(ﬂEK < b}:p{a{XEb) , ya que la probabilidad de
que X seaiguala g o | escero.

Ejercicio reswuelto

Una linea de autobuses pasa cada 20 minutos. Consideramos la variable aleatoria X que
determina el tiempo que hay que esperar, en funcién del tiempo que hace que paso el
autobus la ultima vez.

La grafica de su funcidn de densidad seria:
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Determina las siguientes probabilidades:

p(5<X < 10) y p(X >10)

Lo que se nos pregunta es la probabilidad de tener que esperar entre 5 y 10 minutos, y
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Como la grafica del tiempo de espera corresponde a una funcién de densidad, el area
que hay debajo de ella sera igual a la unidad. Por tanto, consideramos que el area del
triangulo es 1.

P(5§X c‘:lD} es igual al area encerrada debajo de la grafica en el intervalo
[5 ] 1'3] . Si el area total es 1, el de la franja debajo de la grafica correspondiente al

intervalo [5 1 1'3] es 16 — 0.3125 |, mejor forma de hallarlo es dividir el tridngulo
rectdngulo en 16 tridngulos rectangulos pequefios, y ver cudntos corresponden a las
franjas sombreadas.

Para hallar PI:X = 1'3:' , basta observar que dicha franja estd compuesta 4 tridangulos

pequefios, por tanto dicha probabilidad serd igual a 15 — 0.25
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La media, /4 , y la desviacién tipica, - , indican los mismos parametros que en las distribuciones
estadisticas. La media indica el centro de gravedad de la distribucion y la desviacién tipica la medida de
dispersion.

Cormprueba o grreraic/o

Responde verdadero o falso a las siguientes cuestiones que se te plantean.

Si X es una variable aleatoria continua, entonces:

p p(X=5)=02
O Verdadero O Falso

Falso

En una variable aleatoria continua, la probabilidad de un valor concreto siempre vale
1 0, sea cual sea ese valor.

Falso

La funcion de probabilidad nunca puede ser negativa.



3. El area maxima de la regién encerrada entre la grafica de su funcién de densidad vy el
eje (X vale 1.

O Verdadero O Falso

' Verdadero ;

'Es una de las dos caracteristicas principales que cumple la funcién de densidad. Es
aS| porque la probabilidad maxima o total de cualquier variable vale 1.

4. p(X>8)=p(X 25)

O Verdadero O Falso

-Verdadero
| No hay mas que recordar que P':X 5:' 0.

5. Su funcién de densidad puede tomar valores por debajo del eje (X , es decir,
valores negativos.

O Verdadero O Falso

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

' La segunda caracteristica fundamental de la funcién de densidad es que es una |

i funcion positiva, es decir, esta siempre sobre o por encima del eje (3 X .




2. Distribucion Normal

Las distribuciones de probabilidad de una variable aleatoria continua no son mas que idealizaciones de
distribuciones estadisticas asociadas a experimentos aleatorios.

f'ih - fl :
‘u“’
niveles de una maquina de Galton es grande.

e
A
Hemos visto que experimentos que en un principio estdn asociados a variables discretas se van
transformando en continuos cuando, por ejemplo, el nimero de monedas lanzadas aumenta o el de

dar, campana de Gauss.

Y en ambos casos, los rectdngulos de las funciones de probabilidad se transforman en graficas con una
silueta muy similar y parecida a una campana. De ahi el nombre que en algunos ocasiones se le suele

Imagen de mcmurryjulie en Pixabay. Pixabay License

La distribucién que tiene por grafica esa "campana" se denomina Normal y a ella se adaptan infinidad
de situaciones. Medidas referidas a cualquier tipo de poblacion: alturas, pesos, tallas, volumenes;
orbitas en donde se encuentran los electrones; estudios de errores cometidos en muchos procesos de
medicidn, tanto en la ciencia como en la industria; analisis sobre la utilidad de nuevos farmacos...
realidad.

De nuevo, las matematicas modelizan y sirven de esqueleto ideal de multitud de aspectos de la


http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_gaussiana
https://pixabay.com/es/illustrations/bayesiano-estad%C3%ADsticas-2889576/
https://pixabay.com/es/service/license/
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2.1. Definicion y parametros
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[rpoortante

La funcion de densidad de una variable aleatoria Normal es la curva Normal o campana
de Gauss. Su grafica es una funcion continua, simétrica, cuyo maximo coincide con la
media de la distribucion, i .

Para cada valor [ de la media y cada valor . de la desviacion tipica, existe una
curva Normal y su distribuciéon asociada que llamaremos N{H 1 Gr:' .

I e — | m

La expresion analitica de la grafica de la distribucion Normal de media 4 vy desviacion tipica s es:

L™ iy
o\ 2T

En la siguiente escena de Geogebra puedes trabajar con las propiedades de la grafica de la Normal que
hemos mencionado.


http://www.flickr.com/photos/lucgaloppin/4951587357/
http://creativecommons.org/licenses/by/2.0/deed.es
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i Recuerda que al ser 0 la probabilidad de que X esté en un punto, no tendremos en
i cuenta los extremos.

1. Nos preguntan por la probabilidad de que X esté en el intervalo ':1-? ] 2-3} .

i Ese intervalo coincide con {2—0-3 : 2+D-3:' es decir "la media mas/menos una vez
ila  desviacién tipica". Por tanto la probabilidad sera igual a 0.68:

p(17 < X <£2.3)=0.68

2. Tenemos que hallar la probabilidad de que X sea mayora 9.5 .

2.6 =242 -0.3, es decir, "la media mas dos veces la desviacién tipica". Mirando la
i grafica vemos que la probabilidad del intervalo definido por dos veces la desviacion
i tipica es igual a (,3954 , por tanto la probabilidad de los dos intervalos extremos que
i quedan fuera es de (.046 . Por la simetria de la grafica, sabemos que esos dos

' intervalos son iguales, por lo que la probabilidad de cada uno sera (1.(123 , es decir,

p(2.6<X)=0.023

H-Io -l

Imagen de elaboracién propia

3. Nos piden la probabilidad de que X sea menor que 1.1 .

1.1=2—3-0.3, es decir "la media menos tres veces la desviacién tipica".
Razonando del mismo modo que en el apartado anterior, la probabilidad del intervalo

i definido por tres veces la desviacion tipica es igual a [J,997 . La probabilidad de los
i dos intervalos extremos que quedan fuera es de (1.(0032 , luego, por simetria, la de

cada uno serd (.0015 . Tenemos entonces que P(X <1.1)=0.0015

.99

H-3T iJ prde

Imagen de elaboracion propia

Hemos visto que para calcular la probabilidad de un intervalo tenemos que hallar el drea bajo la curva
de la Normal en dicho intervalo. La herramienta principal para hallar areas en matematicas es la integral
definida. Pero el calculo integral no es motivo de este curso. Nosotros nos ayudaremos de una
herramienta mas "casera", las tablas de la distribucion Normal. No te dejes impresionar por el
nombre, ya veras que son tablas muy livianas.


http://es.wikipedia.org/wiki/Integraci%C3%B3n

2.2. N(0,1) iadh AR

[

Hasta hace unos afios parte del aprendizaje de las
matematicas incorporaba el manejo de tablas para realizar
ciertos tipos de calculos. Por ejemplo, para hallar las
razones trigonométricas de un angulo o conocer el
logaritmo decimal de un nimero.

Tablas llenas de nimeros y nimeros llenos de decimales.

Por suerte, la incorporacion de calculadoras cientificas,
hojas de calculo y programas de calculo simbdlico han
permitido dejar atras este tipo de trabajo tan rutinario.

Pero, por ahora, aln es necesario ser diestro en el manejo
= — _ — de las tablas de la Normal para hallar las probabilidades
Imagen en Flickr de decar66 bajo CC de experimentos que se ajusten a este tipo de variable
aleatoria.

A eso es lo que dedicaremos este apartado, a dar la instrucciones para manejar las tablas de la Normal
estandar, es decir, la Normal de media 0 y desviacidn tipica 1: N':D ] 1:' .

AUn asi, y si disponemos de una hoja de céalculo a mano, podremos hallar probabilidades de la Normal
sin necesidad de recurrir a las citadas tablas.

En la siguiente imagen se explica como se puede hallar con Excel la P(X‘:_:l-‘i:' si. X es una

N(@D,1) .

» (% + || =DISTR.NORM(1,4;0;1;VERDADERD)

B | .c e c | ¢ | 6 | .u

0,618243341

Argumentos de funcidn
DISTR.HORM
x |me = 14
e [o @ -
Desv_gstandar |1 =1
Acum [vERDACERG. [ = veromozmo
= 0,819243341
Devuelve |z dstribuocn aoumulativa nomal para la media y desviagan est@ndar espeoficadas.
X s el valor uye distrbuocn des=a chb=ner.

Imagen de elaboracién propia

La funcion que hay que utilizar es DIST.NORM, y tendremos que indicar el valor para que el que
queremos hallar la probabilidad, la media, la desviacion tipica de la distribucion, e indicar que lo que
deseamos es hallar la probabilidad acumulada hasta ese valor.

| — /mporiae =

Llamaremos Normal estandar a la distribucion Normal de media 0 y desviacion tipica 1,

N@O, D),
La designaremos por % .

— — .

En la siguiente presentacién de JesUs Fernandez podemos ver lo pasos que hay que seguir para
determinar probabilidades de la Normal estandar haciendo uso de las tablas.


http://www.flickr.com/photos/decar66/7189053596/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/deed.es
http://www.slideshare.net/jefedo61/presentations
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¢Y que ocurre si tenemos que saber la P':E}D-85:' ,0la P{D-SE’ <Z< 1-42:' , O P{z < —0-85:' ? En

la tabla no estan esas probabilidades.

Es verdad, no estan, pero gracias a la simetria de la distribucion Normal y a que el area bajo la
curva es 1, podemos dar respuesta a todas las probabilidades anteriores con la ayuda de la tabla y
razonado un poco.

1. Empecemos por P(Z>0.85) ;

Imagen de elaboracion propia

En la imagen podemos ver que si g — (.85 , el area coloreada es P{E}U-Bfi:l y la zona en blanco es

p(Z <0.85) .
Por tanto p{Z}D.SE) =1- pl:E < 0.85:1 .

Buscamos en la tabla de la N{U,l} , Yy tenemos que P(Z£D-85:'=D-SDZ3 . Realizando la
operacién anterior tenemos que:

p(Z>0.85)=1-0.8023 =0.1977

2. Veamos ahora P(D-SE' <Z< 1-42} :

a b

Imagen de elaboracion propia

En la imagen anterior, si =08 Y b=1.42, la p(ﬂ.BSEZEl.%E} coincidiria con el area

coloreada. Para hallar su valor lo que haremos es restar a la IJ":E < 'E':' la p{Z < 5‘:‘ . Es decir, restar
al drea hasta } el area hasta 5 . Buscamos ambas probabilidades en la tabla y tendremos que:

p(0.85 < Z <1.49) = p(Z <1.42)—p(Z < 0.85)=0.9222-0.8023 = 0.1199

3. Por ultimo, hallemos P':Z = —0-85} :



p(X=<b)

b

Imagen de elaboracion propia

f —0.85 , la p{E <-0. 85:‘ es el area coloreada. Por simetria de la funcién Normal se tiene que
Zz

< —0. 85:1 P(E}D 85:‘ Es decir, el area coloreada coincide con la del primer ejemplo que
hemos visto. Por tanto:

p(Z <—0.85)= p(Z >0.85) = 1—p(%<0.85) = 1-0.8023 = 0.1977

Cornprueba o grreraic/o

Calcula las siguientes probabilidades:

1.p(z<098)=[ ]
2.p(z2098)=[ ]
3.p(2<-098) = ]
4.p(z>-098) = ]

ILa primera probabilidad se halla mirando en las tablas. La segunda y la tercera se
: calculan aplicando lo explicado mas arriba.

Para la dltima, volvemos a trabajar con la simetria de la distribucién Normal.

pla<X)

/\/\

Iméagenes de elaboracion propia

: Si consideramos —(098 y L=0498 , observamos que :

l:zl:* —0. 98:‘ = p{Z«:‘:D 98:‘ y esta segunda probabilidad es la misma que hemos
. haIIado en el primer apartado de este ejercicio, (J.8355 .




2.3. Tipificacion

¢Y qué hacemos para calcular probabilidades del
resto de distribuciones Normales, es decir con
media distinta de cero y desviacion tipica distinta
de 1? ¢Hay tablas para todas?

No, por suerte solo hay una tabla de Ia
distribucién Normal, la de la estandar. Por lo que
para conocer probabilidades de otras Normales
tenemos que recurrir a herramientas tecnoldgicas
como las hojas de cdlculo o aprender a tipificar.

¢Tipificar? Si, vamos a realizar un cambio de
variable de cualquier Normal a la estandar que
no va a modificar la probabilidad. A continuacion, Imagen en Flickr de HckySo bajo CC
hallaremos la probabilidad de la estandar, y por

tanto la de la Normal inicial.

¢Un cambio de variable que mantiene la probabilidad? Ese hecho no es tan extrafio. {Recuerdas que la

probabilidad de que una Normal estuviera en el intervalo {H—U ; ,LH'J:' era 0.683 y este valor no
dependia del valor de la media ni de la desviacion tipica? Pues lo mismo ocurre con otro tipos de
intervalos.

En las siguientes imagenes aparecen tres Normales diferentes, cada una con su media y desviacion
tipica. Pero las probabilidades de las tres areas coinciden porque las veces que se han sumado las
desviaciones tipicas a las medias son iguales en los tres casos:

Iméagenes de elaboracion propia

Irrporitante

@ Si a una variable aleatoria le restamos un numero, la media [ de la variable
disminuye también en ese numero.

@ Del mismo modo, si la dividimos por un numero, la desviacién tipica . de la
variable también queda dividida por ese nimero.

Una consecuencia de las dos propiedades anteriores es la siguiente:
Si queremos transformar una variable Normal X~ N{I—& ] '17:' , en otra variable Z

Normal estandar N{D ; 1:' , lerestamos [ a X vy luego la dividimos entre . .
X—p
Es decir, si XNN(,U} : J:l , entonces 4 =g NN(D : ljl

A este proceso, que mantiene las probabilidades, le llamaremos tipificar una variable
aleatoria continua.

I — T——


http://www.flickr.com/photos/hckyso/1862628817/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/2.0/deed.es

Calculo de
probabilidades
N(O,1) con tal

[am]
— 10f22

Haciendo clic en la siguiente imagen podras descargarte una tabla de la distribucién Normal estéandar. Es
conveniente que la imprimas para poder realizar los ejercicios que se plantean a continuacién.
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Corprueba o grreraic/o

Haciendo uso de las tablas de la Normal estandar, determina las siguientes
probabilidades:

1.p(z<079) = ]
2.p(Z<4.5) =]
3.pz<3)=[___ ]
4.p(2<002)=[ ]
5.p(z<1.77) =[]
6.p(z<[  ])=0.7190

7.p(z<[___])=0.8643



http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_xg_cwz/PAU_MA_U4_T3_Contenidos_2021_v01/tablanormal_MA2.pdf
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--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Llamemos X = "precio del kg de gambas frescas (en euros)"
| Sabemos que X ~ IN(16.5, 2) i

iPero esta variable X hay que tipificarla y convertirla en una nueva variable :
Z N{D 1:' , es decir, en una Normal estandar.

Para ello, restamos a X el valor de la media (en este caso & =16.5), asi|
tendremos una nueva variable con media U = 0 (16.5-16.5=0) y luego d|V|d|mos
i entre la desviacién tipica (en este caso g =2 ) y obtendremos otra nueva varlable
i con desviacion tipica g =1 (2/2=1).

i E_X—IB.S
i Asi, a partir de , obtendremos la variable = 7 que sigue una'‘
5

distribucién N{D 1

i Por tanto, para dar respuesta a la cuestién hacemos esta transformacién tanto a la:
ivariable como al valor del que queremos determinar su probabilidad. Vamos:
i estableciendo una cadena de igualdades (haciendo uso de las propiedades vistas en:
i el apartado anterior) hasta llegar a la probabilidad buscada. i

p(x<18) = p(E2 B0 — pize_078) = p(Z>075) =
= 1-p(Z <075)=1-07734 = 0.2266
La ,?3":3 < D-?5:' la hemos obtenido de la tabla de la N{D 1 1:' . :

Por tanto, la probabilidad de que un kilogramo de gambas frescas nos cueste menos
1de 15 euros es [1. 9964 .

'(Interpretacién Hay un 22.66 % de probabilidad que 1 kg de gambas nos cueste:
menos de 15 €)

b) AY la probabilidad de que nos cueste entre 15y 17 euros?

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

' Seguiremos el mismo esquema empleado en la anterior cuestion. !
i Llamemos X = "Precio del kg de gambas frescas (en euros)" :

: X-—1&.5
i Sabemos que X rv N(16.5,2) y, portanto, Z=""5 N, 1)

' Por tanto, para dar respuesta a la cuestién hacemos esta transformacién tanto a la !
'varlable como a los valores entre los que queremos determinar su probabilidad. i
Vamos estableciendo una cadena de igualdades (haciendo uso de las prop|edades
V|stas en el apartado anterior) hasta llegar a la probabilidad buscada.

p{lS{X <17)=p(X <17)—p(X <15)

- p(axi7) = p(ESES EI8S  pz00.95) = 0.5987

X—16.5 15—16.5
:':P': 2 2 :'

- p(xs < = p(Z<—-075) = p(Z>075) =
= 1-p(Z < 075) =1-0.7734 = 0.2266

Las{prob;?bilidades p{Z{D.ZB) y P(Zi[l?fi:' las hemos obtenido de la tabla de Ia |
P IN(O, 1)

Por tanto:

p(15<X <17) = p(X <17)—p(X <15)=0.5987—0.226 =0.3721

De lo anterior deducimos que la probabilidad de que un kilogramo de gambas frescas
i nos cueste entre 15y 17 € vale 1.3721 . :




(Interpretacion: Hay un 37.21 % de probabilidad de que 1 kg de gambas nos cueste
entre 15y 17 €)

1
1
1
g g g g g g ey

c) ¢Y la probabilidad de que un kilogramo nos cueste mas de 17 euros?

IMostrar retroalimentacion|

Llamemos X = "Precio del kg de gambas frescas (en euros)"

i X—16.5
i Sabemos que X N{16.5 1 2:] , Y por tanto, Z = T s NI:D ] 1:]

i Por tanto, para dar respuesta a la cuestidn hacemos esta transformacion tanto a la:
i variable como a los valores entre los que queremos determinar su probabilidad. :

i vistas en el apartado anterior) hasta llegar a la probabilidad buscada.

| p(a>17) = p(ERESS ISy 7 0.05) = 1-p(Z <0.25) =

= 1-0.5987 =0.4013

iLa p{Z«:‘:D,EE} la hemos obtenido de la tabla de la N{D 1 1:' .

La probabilidad de que un kilogramo de gambas frescas nos cueste mas de 17 € vale :

| 0,4013 .

____________________________________________________________________________________________________________________

Ejercic/o reswuelto

’

Curso 2009/2010

En un colegio se estudia la distribucidon de la nota de
Matematicas de sus estudiantes, resultando ser una
Normal de media 7.2 y desviacion tipica 1.2. Se
elige al azar un estudiante de ese colegio, écual sera

f ’ RS la probabilidad de que su nota en esta asignatura
Universidades Publicas sea mayor que 7.5?

de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

:Sea X = "nota de la asignatura de Matematicas". Sabemos que X N{TZ 1 1-2:'

Para resolver el problema que se nos plantea tenemos que hallar la pl:X}?.fi:l .

§ 7 X=T72

: Hagamos el cambio de variable — 1.2 , vy tendremos que Z es la Normal
' estandar.

i Realicemos las operaciones necesarias con el cambio anterior:

| X—72_75-"72
L p(XSTE)=p(T1y >y )= p(Z2>0.25)

i Como el area debajo de la grafica de la Normal es 1, tenemos que

e e mmmmmmmmmmmmmm e mm——————————————————




- p(Z>0.25) =1-p(Z <0.25)
Buscamos en la tabla, y obtenemos
p(X>75)=p(Z>0.25)=1—p(Z <0.25)=1-0.5987 = 0.4016

iPor lo que la probabilidad de que la nota sea mayor que 7.5 es de un 40.16 por
| ciento.

____________________________________________________________________________________________________________________

Ejercic/o reswuelto

’ Curso 2010/2011

El peso de las manzanas que se producen en una
huerta sigue una ley Normal con una media de 150
gramos y desviacidn tipica de 20 gramos.

a) ¢Qué porcentaje de estas manzanas tendra un
peso inferior a 115 gramos?

Universidades Piblicas b) Halla la probabilidad de que una manzana,
de Andalucia elegida al azar en este huerto, tenga un peso que se
encuentre entre 165y 220 gramos?

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

!Sea X = "peso de las manzanas"

EXNNlilErU,ZU:I, y se nos plantean dos cuestiones P{X<115) y
- p(165<X < 220) . |

| —150

Realizamos el cambio de variable & = 20 , portanto % es N':':' ! 1:' .
a) Operamos:

- p(Z<115) = p(ESR AL _ iz _175)

i Ahora bien, esa probabilidad no viene en las tablas, pero gracias a las propiedades de !
i esta distribucién, tenemos que: :

p(Z<-175)=p(Z>175)=1-p(Z<1.75)

VallVa g

' En la imagen se explica graficamente lo que se ha hecho.

Buscamos en las tablas, y obtenemos P(Z<1.75)=0.9599
! Por tanto p[X c‘:115} = l—p(Z'«:il.’F'S} =1-0.8539=0.0401 ,
Luego el porcentaje de manzanas que pesa menos de 115 gramos es del 4 %.

b) Resolvamos la segunda cuestion que se nos plantea: P{165¢1X < 22'3:' .
i Haciendo el cambio de variable, tenemos que:

p(lﬁE{X «:‘:EED}Z {16520150{}{2&50{22[}20150}

p(075<Z<3.5)




EApIicando las propiedades de la probabilidad, tenemos que:
| p(0.75<Z<3.5) = p(Z<3.5)—p(Z<0.75) = 0.99977—0.7734 = 0.2263 _

Lo que quiere decir que el 22.63 % de las manzanas pesan entre 165 y 220 gramos.

____________________________________________________________________________________________________________________

Ejercic/o resuelto

’ Curso 2011/2012

La duracion de un tipo de pilas alcalinas sigue una
distribucion Normal de media 55 horas y una
desviacion tipica de 6 horas.

a) Calcula la probabilidad de que una pila elegida al
azar dure mas de 53 horas.

Universidades Piblicas b) Halla la probabilidad de que una pila elegida al
de Andalucia azar dure entre 56 y 58 horas.

IMostrar retroalimentacion|

....................................................................................................................

Sea X = "duracidén de las pilas alcalinas"

Estamos ante una variable X N{55 ,’5:' .

En prin}wg:r |é,l§ar realizamos el cambio de variables para obtener una Normal estandar:
 Z==%"~N(,])

a) Veamos en primer lugar P{X >53) |

X—h3_bE-E3
| Tenemos que P':X::’E’B:':P{ §E - & }ZP{Z}—D.33) _

i Gracias a la simetria de la distribucién Normal tenemos que:

p(Z>-0.33) = p(Z <0.33)

H//«" \ = /\\\hh

"~ .0.33 0.33

Por ultimo, y con la ayuda de las tablas, obtenemos que ;
P':X‘:E'B:': P(Z S D-33:' =0.6304 , lo que quiere decir que el 63 % de las pilasi

1 dura mas de 53 horas.
| b) Veamos ahora la p(56<X <58) .
Tipificando tenemos que:

| 56—55 _J(—55 5B—55 |
- p(56<X<B8) =p(TH—<T5 < ) =p0IT<Z<05) |y apiicando fas |

propiedades de la probabilidad:
p(0.17<Z<0.5) = p(Z<0.5)—p(Z<0.17)

4 N A A




Como ejemplo, vamos a calcular la P':X < 4-5:' sabiendo que X esuna N{3 1 1-2} .

A =3
En primer lugar, si hacemos el cambio indicado arriba, tenemos que Z= 1.2 es una N{D 1 1:' .
Vamos a operar:

X—3 .45-3
p(X <4.5)= p(EF <2278 = p(z <1.25)

Las tablas de la Normal estdandar nos dicen que la P(3E1-25)=D-8944 , Yy por tanto
p(X <4.5)=0.8944

A continuacion puedes ver un video del canal de juanmemol donde se resuelve un problema en contexto
usando la tipificacién de una distribucién Normal:

Problema sobre distribucién normal

Ejercricrio resuelto "

El precio del kilogramo de gambas frescas
en el mercado de abastos de Huelva sigue
una distribucion Normal de media 16.5
euros y desviacion tipica 2 euros.

Responde a las siguientes cuestiones:

Imagen en Flickr de Diego Lopez bajo CC

a) ¢Cual es la probabilidad de que un kilogramo de gambas nos cueste menos de 15
euros?



http://www.youtube.com/user/juanmemol?feature=watch
https://www.youtube.com/watch?v=0LgkYn0ISFw
http://www.flickr.com/photos/diegolo/3103173488/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/deed.es
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3. Apéndice

El dltimo tema del curso estd dedicado al estudio de las variables aleatorias continuas, y mas
concretamente a la distribucién Normal.

La Normal y la famosa grafica de su funcion de densidad, la Campana de Gauss, modeliza infinidad de
situaciones de la realidad: sociales, fisicas, médicas, bioldgicas.

Para determinar la probabilidad de esta distribucion es necesario, en primer lugar, tipificarla y
posteriormente hacer uso de las tablas de la Normal estandar. Estos dos procesos son los que se
desarrollan en la Ultima parte del tema.

[mportante

En el siguiente mapa conceptual se trazan las lineas fundamentales de los conceptos que

se han tratado a lo largo del tema.
Variables aleatorias | (roma valores en
Cﬂﬂtil‘luas numeras reales

=0
Area bajo

la grafica es 1

Funcidn de
probabilidad
0 densidad

Campana de Gauss Calculo de probabilidades
p(a=X<h), drea bajo la Distribucion
curva en el intervalo [a,b] Normal Manejo de tablas N{0,1)
p(¥=a)=0
N(wo) Tipificacién
‘/ 2= x;“
Distribucion Simétrias

Normal estandar
N{D,1)

Imagen de elaboracién propia. Haz clic para ampliar



http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_xg_cwz/PAU_MA_U4_T3_Contenidos_2021_v01/cmap_normal.jpg

0170 05 05 0470
Haciendo uso de las tablas:
| p(0.17<Z<0.5) = p(£<0.5)—p(Z<0.17) = 0.6915—0.5675 = 0.124 _

Lo que implica que el 12 % de las pilas duran entre 56 y 58 horas.

Ya hemos mencionado anteriormente que una distribucidon Binomial con un nimero de repeticiones del
experimento grande, tiende a hacerse continua. Incluso vimos al inicio del tema, que en ese caso, los
diagramas de barras de las probabilidades se van aproximando a la campana de Gauss.

En general, una binomial B{ﬂ ] P:' se parece a una Normal cuanto mayor es el producto - (o
N -g si § esmayorque [P ).

De hechosi M *P y % -g son ambos mayores que 3, la aproximacién es buena, y si superan 5, es
perfecta.

En ese caso la Binomial se transforma en una Normal de media W =7% - vy desviacion tipica
c=yT P g

En el siguiente video se explica este proceso con mas detalle:

Aproximacion de la Binomial a la Normal 0



https://www.youtube.com/watch?v=RCpPVSRkNAM

i)

3.1. Recursos 3r-| =N

[

Por fortuna, en la actualidad existen una amplia variedad de recursos informaticos que nos facilitan el
calculo de probabilidades de la distribucion Normal y que nos ahorran tanto el proceso de tipificacion
como el de tener que utilizar las tablas.

Ya hemos visto en el desarrollo del tema que las hojas de calculo incorporan funciones para determinar
dichas probabilidades.

Como no podia ser de otra manera, con GeoGebra también es posible conocer probabilidades de la
Normal de forma facil, rapida y visual. En la siguiente presentacién puedes verlo:

Calculo de |

distribucion norn
GeoGebra

— 10f10




Recurso de Ignacio Lépez alojado en Geogebra. Licencia CC
Como el drea bajo la curva de la Normal es 1, y la grafica es simétrica respecto de la media, podemos

(X <p)=p(X>w=05

Pero la distribuciéon Normal guarda algunas sorpresas a la hora de la asignacién de probabilidades a
algunos intervalos.

afirmar que P

Como podemos observar en este enlace, independientemente de la media 4 y desviacién tipica ¢ ,
la probabilidad de cada uno de los intervalos (p—0,u+0) (u—20,u+20) (u—30,u+30) es
0.683, 0.954 y 0.997 respectivamente.
Esto nos ayuda a entender cdmo se concentra o dispersa la distribucion Normal en funcién de su
desviacion tipica, y a calcular sin mucho esfuerzo algunas probabilidades.

»

Ejercic/o reswuelto

La altura X de unos tornillos siguen una distribucion Normal de media 2 centimetros y
desviacion tipica 0.3 centimetros, X ~ N(H ; Gr:l

Determina las siguientes probabilidades.

1. p(l7 < X <2.3)
2. p(26 < X)
3. p(X <L)



https://www.geogebra.org/material/show/id/dw8x54nk#
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://www.matematicasvisuales.com/html/probabilidad/varaleat/normaldt.html

Aviso legal
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Aviso Legal

El presente texto (en adelante, el "Aviso Legal") regula el acceso y el uso de
los contenidos desde los que se enlaza. La utilizacién de estos contenidos
atribuye la condicion de usuario del mismo (en adelante, el "Usuario") e implica
la aceptacion plena y sin reservas de todas y cada una de las disposiciones
incluidas en este Aviso Legal publicado en el momento de acceso al sitio web.
Tal y como se explica mas adelante, la autoria de estos materiales corresponde
a un trabajo de la Comunidad Auténoma Andaluza, Consejeria de
Educacion y Deporte (en adelante Consejeria de Educacion y Deporte).

Con el fin de mejorar las prestaciones de los contenidos ofrecidos, la Consejeria
de Educacion y Deporte se reserva el derecho, en cualquier momento, de forma
unilateral y sin previa notificacién al usuario, a modificar, ampliar o suspender
temporalmente la presentacion, configuracion, especificaciones técnicas y
servicios del sitio web que da soporte a los contenidos educativos objeto del
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web, ya que dicho Aviso puede ser modificado en cualquier momento, de
conformidad con lo expuesto anteriormente.
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3.2. Curiosidades

- Curiosralac!

)

A la hora de trabajar con la distribucion Normal hemos
podido comprobar que la Campana de Gauss juega un
papel destacado.

Pero no fue Gauss el primero en construir esa grafica.

Fue el matematico francés Abraham De Moivre, que vivid
entre los siglos XVII y XVIII.

Moivre profundizd en los trabajos de Jacobo Bernouilli
relacionados con el lanzamiento de monedas y el estudio
de la distribucion Binomial. Observé que los calculos se
complicaban a la hora de trabajar con monedas sesgadas
y aumentar el nimero de lanzamientos. La dificultad
para hallar los nimeros combinatorios le llevd a definir
una funcion a la que llamé "funcién error" o
"distribucion Normal".

Imagen en Wikimedia Commons

de Searobin bajo Dominio Publico

La primitiva distribucion Normal creada por Moivre, estaba expresada del siguiente
modo:

Pero su trabajo cayd en el olvido ya que su aplicacion la limité tan solo a resolver
problemas sobre juegos.

Hubo que esperar algo mas de medio siglo hasta que Gauss y Laplace volvieron a
retomar la idea de Moivre para evaluar la distribucion de errores en distintos tipos de
mediciones. Por ejemplo, en estudios astrondmicos.

Posteriormente, se demostré que la "curva de los errores" se adaptaba a una amplia
gama de situaciones, como ya hemos comentado a lo largo del tema.

[— ——

- Curiosiclac!

Para terminar, veamos un simpatico video donde se explica de forma agradable y amena
una aplicacion de la distribucion Normal.

Distribucion Normal.wmv


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Abraham_de_moivre.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/public_domain
http://es.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://es.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre
http://es.wikipedia.org/wiki/Jakob_Bernoulli
http://es.wikipedia.org/wiki/Pierre_Simon_Laplace
https://www.youtube.com/watch?v=Ao1C5s-m7oM




3.3. Para saber mas

Distribucion normal | | UPV



https://www.youtube.com/watch?v=qnkoCZhnEwk
http://www.ieszaframagon.com/matematicas/estadistica/var_aleatoria/tema5_5.html

