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1. Funciones continuas: idea intuitiva

En 1613, el astronomo y cientifico aleman Johannes Kepler acaba
de cumplir 42 afios. Estd a punto de casarse por segunda vez. La
costumbre obliga al novio a hacerse cargo de adquirir las bebidas
para la celebracion de la boda. Hombre curioso, observa como el
bodeguero que le va a vender el vino mide con una vara la
cantidad de licor que hay en los toneles. Se da cuenta de que
aquellos célculos a "ojo de buen cubero" no pueden ser
correctos. Investiga e intenta encontrar reglas que permitan
calcular el volumen de los toneles.

Pasados tres afios, en una pequefia obra publicada en 1616,
Kepler presenta una teoria que incluyen unas normas para la
construccion y el calculo de la capacidad de los toneles,
dependiendo de su forma y tamafo.

Kepler se ve obligado a introducir el concepto de lo
infinitamente pequeiio en sus razonamientos.

Fotografia en Flickr de El Bibliomata bajo CC El infinito, definirlo y trabajar con él habia traido de cabeza a
matematicos y pensadores desde la antigiedad griega. Un
ejemplo de este conflicto son las paradojas de Zendn relacionadas con el movimiento.

Se puede afirmar que los métodos mecanicos y geométricos utilizados por Arquimedes para el calculo
de areas y volumenes suponen un anticipo de lo que ya en el siglo XVIII se denominaria calculo
infinitesimal.

Al igual que Kepler, cientificos como Galileo, Cavalieri, Torricelli, Descartes o Fermat, se ocuparon del
calculo de areas y voliumenes. Y también de problemas relacionados con el movimiento, determinacion
de centros de gravedad de figuras, o el calculo de la tangente a una curva en punto.

Todos ellos tuvieron que negociar con el infinito y el paso al limite, con mayor o menor éxito y rigor en
sus razonamientos. Pero fueron Newton y Leibniz quienes idearon una teoria general que abarcara y
unificara todo el calculo de sus predecesores. Ellos dos son los padres del calculo integral y
diferencial.

Matematicos posteriores como los Bernoulli, Euler, Cauchy, entre otros, fueron formalizando y afinando
esa etapa inicial del calculo. Y para ello fue necesario que se enfrentaran tanto al concepto de limite
como al de continuidad de una funcion.


http://www.flickr.com/photos/fdctsevilla/4031762232/
http://creativecommons.org/licenses/by/2.0/deed.es
http://es.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
http://es.wikipedia.org/wiki/Zen%C3%B3n_de_Elea
http://es.wikipedia.org/wiki/Arqu%C3%ADmedes

1.1. Interpretacion grafica de la continuidad ?gy-l ey

Nos deberia quedar claro a todos: con linea
continua no se puede adelantar. Con
discontinua si se puede adelantar en el caso
de que no venga ningun vehiculo por el
carril opuesto.

La pregunta que viene a continuacion te
parecera una perogrullada: écdmo sabemos
que la linea es continua o discontinua?
Intenta explicarlo.

En este apartado haremos un primer
acercamiento al concepto de continuidad de
Imagen en Flickr por Fenanov bajo CC una funcion. Y para ello utilizaremos el
formato mas descriptivo que hay de
expresar una funcién: la grafica.

No olvidamos la pregunta que te hemos hecho. Piensa en los términos que has utilizado para definir las
lineas continua y discontinua. Seguro que alguno de ellos aparece en la siguiente definicion.

Una primera aproximacion al concepto de continuidad, nos permite decir que una funcion es continua
si se puede dibujar su grafica sin levantar el boligrafo del papel.

A esta definicion se le pueden poner muchos peros que iremos aclarando a continuacion.

Si haces clic en la imagen inferior, puedes acceder a una escena de GeoGebra en la que se representan
de forma aleatoria las graficas de funciones elementales. Observa con detenimiento y analiza cuéles de
ellas son candidatas a ser continua, segun la definicion anterior.

Funciones elementales

Applet gue represents aleatoriamente gréficas de funcicnes elementales.

-
) S

iDe que tipo son las tunciones que sa van representando ! (Cuales son continuas? Fstudia sus
caracteristicas

Imagen de elaboracion propia

¢Cuales de las funciones anteriores se pueden representar sin levantar el boligrafo del papel?

Desde luego, las afines y las cuadraticas. Por tanto son funciones continuas. Lo mismo ocurre para
cualquier funcion polinémica, es decir, aquellas que su expresion analitica sea un polinomio.

A la vista de la grafica de las funciones de proporcionalidad inversa, podriamos afirmar que no son
funciones continuas, ya que no podemos representarlas sin levantar el boligrafo. El nimero donde
hay que levantar el boligrafo es justamente donde se anula el denominador, es decir, el punto que no
pertenece al dominio de la funcion.

2r43
Por ejemplo, para representar graficamente la funcion f'@:‘ = r—4 tendriamos que levantar la mano

en el punto g — 4. Podriamos decir entonces que fi? es continua en todos los numeros reales
menos en el 4.


http://www.flickr.com/photos/fenanov/5495821152/
http://creativecommons.org/licenses/by/2.0/deed.es
https://www.geogebra.org/m/Z7C399Gk

Como se puede ver, tantos las funciones exponenciales como las logaritmicas son continuas.
También lo son el seno y el coseno.

La funcion tangente no es continua, ya que es necesario levantar la mano en todos los puntos en
donde el coseno se hace cero.

Las funciones definidas por partes no son continuas en aquellos puntos de separacion de las partes
en donde exista un salto. Y eso ocurre en todas las que aparecen en la escena anterior.

Ejercicio resuelto

Si haces clic en la siguiente escena de GeoGebra creada por JesUs Fernandez, tendras
que dar un valor para que la funcién definida por partes que aparece sea continua.

Continuvidad de una funcion definida por
partes

En =l applet aparece |a expresion algetwsics de una funcion definida partes, y se pide gue se de un valor
pare gun ks (uncids see continue. Se dem oo inferiss pere scertarle.

4

T opurhar 5 milEaliy

b osioae -l \
=la=2 ol =l<x i\.

o) |

{Erus cmpas de hallar ol velor de b pare que la lecidn definids pos peries see continue?

Imagen de elaboracion propia

IMostrar retroalimentacion|

Reflexiona

El partido de la primera division
espafiola, jugado el 10 de abril de
2011 entre el Gijon y el Osasuna,
terminé con un 1-0, siendo Barral,
jugador del Sporting, quien marcé el
Unico tanto del encuentro en el
minuto 66.

Estd claro que uno de los instantes
gue quedard para el recuerdo de los

aficionados gijoneses serd ese minuto
en ane cil eaninn marcA el anl Caci



http://www.geogebratube.org/user/profile/id/4835
https://www.geogebra.org/m/GR2y7FpQ
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todo el resto del partido quedara en
el olvido.

Consideramos la funcion que asocia a
cada uno de los 90 minutos que dura
el partido, los goles que se han
marcado hasta ese momento.

Representa la grafica de dicha
funcion, y di si es continua o no. ¢En
gué punto no es continua?

IMostrar retroalimentacioén|

a) La grafica de dicha funcién, debe ser similar a la siguiente:

0 '5 (10 15 20 |25 |30 |35 40 |45 |50 55 |60 |65 70 |75 |BO |85 8O0

b) No, la funcidon no es continua. Como se puede ver, no se puede dibujar sin
levantar el lapiz del papel.

c) El punto de discontinuidad es 66. Corresponde al minuto en que se marcé el Unico
gol del partido.



http://recursostic.educacion.es//bancoimagenes/ArchivosImagenes/DVD01/CD01/h2082_m.jpg
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es

2. Limite de una funcion en un punto

En el apartado anterior hemos mirado la funcién en su conjunto.
Hemos decidido si la funcién era continua o no en su totalidad.

A partir de ahora iremos mas al detalle. Nos plantearemos la

siguiente pregunta: équé ocurre con f':ﬂ?:' cuando g se
aproxima a un punto determinado?

En el golf, a la zona donde se sitla la bandera que senala el hoyo,
se le denomina con la palabra inglesa "green". Cuando una bola
esta en el "green" quiere decir que estd en las proximidades del
hoyo. A partir de ese momento quedan pocos golpes, y estos
deben ser suaves y precisos. De esta forma, el jugador conseguira
qgue la bola se acerque lentamente pero con decisién hasta el hoyo.

Cuando estudiamos el limite de una funcién f':i?:' en un punto
o = q , solo nos interesan los puntos muy cercanos a él, los que
estan situados en el "green" que lo rodean.

En este apartado profundizaremos en los distintos
comportamientos que puede tener una funciéon cuando centramos

nuestra atencién en cémo cambia f':ﬂ?:' cuando 4 estd muy
préxima a dicho punto.

Fotografia en Flickr por chispita_666 bajo CC


https://www.flickr.com/photos/gusilu/2785690627/sizes/n/in/photostream/
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/
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2.1. Definicion gr-l e

A

Mira la imagen inferior. En ella aparece un caso particular de la escena de GeoGebra que hemos visto en
un ejercicio resuelto. Recuerda, se nos pide que determinemos el primer trozo de una funcion definida
por partes, de tal forma que la funcién resultante sea continua.

Te quadan 5 mlentos,

o b i X< =2
f(x) {3::—2 si —2<x

Imagen de elaboracion propia

Este primer trozo es una funcién constante f{i?:l =b , cuando < —2 . Cudnto valdra j ? Esa es la
pregunta a la que tenemos que contestar.

Esta claro que el punto culpable de que f{ﬂ?:' pueda no ser continua es = —% .Y para evitar que
esto ocurra tendremos que saber cuanto vale f{ﬂ?} en 4 — _9 Yy en sus cercanias.

Sabemos que f':i?:' =3x—2 si —2<z . Por tanto, f@:‘ = 3'(—2}—2 =—-6-2=-8 | Es decair,
l:ﬂ?:' en =72 vale -8, y para los valores de 4 mayores que 2, f':ﬂ?:' se acerca a -8.

¢Cuanto tendrd que valer entonces } ? Eso es, 4 = —8& . De esa forma f{i?:' también serd continua
en ¢ — _2 .

My bien, si b es gual a -, 1 es continua

- = 8l xg =2
":"}—{3:—2 sl -2 < x

Haz dic agui para oira funcdn. ]

Imagen de elaboracién propia

Estudiar el limite de una funcién en un punto consiste en saber como se comporta la funcién cuando
Nos acercamos a ese punto.

En el ejemplo anterior, para conseguir que f':él?:' fuera continua en 4 — _% , hemos obligado a que el
limite de f':ﬂ-?:l cuando s se acerca a -2 sea -8.

. lim r)=—8
Escrito de forma mas abreviada: ' —% Jﬂ: :l

[rportante




Si f':i?:' se acerca a | cuando g se aproxima al punto g , diremos que | es el
limite de f{ﬂ?} en el punto g .

Lo anterior se expresa de la siguiente forma: ,:rhﬂ]a flm =1

I— [ —

Si haces clic en la siguiente imagen, puedes acceder a una escena de GeoGebra muy similar a la
anterior. En ella también se pide que determines un valor para que una funcién definida a trozos, sea
continua en el punto =1 .

Continvidad de una funcion definida a trozos

Maplet qua presenta una funcidn definkda a trozos en la que hay qua dar un valar para pue sea continua. Permite también
aproximar x al punto de discontinuidad, v ver como varia Hx).

Ohrserva la siguicnic funoko delinikda por partes. =
Cambia de definkclan onx-1.

& la bguikerda da 1 as skenpra una funcion lneal da
aupranibe 2k,

Te pedorws que dee o walor de b geea quse B Tuncion
seg o |

I Pulza agui parz oba funodn ]

Para weil comm g2 aprosarr ] [ 1), o pon
I 12U ieTda Come por la derecha puedes s
0% babones. j‘ll

f:n’d
Deepkaza x ok lquierda y Seracha: < E /

2

Una waz halksde sl vaks de b que hace | continis,
muEee K y obrsena come dl aproumarse xa 1,
flup se aprosdma a i1k

Imagen de elaboracion propia

La escena también te permite ver como varia f{ﬂ?} cuando s se acerca a 1. Puedes comprobar que,

si la funcién adn no es continua en 4 =1 , los valores a los que se aproxima f':ﬂ?:' son distintos si lo
hacemos para valores mas pequefios que 1, o mayores. Por tanto no existe el limite de la funcién
cuando g tiende a 1.

Pero, si repetimos el proceso cuando ya se ha conseguido que la funcion sea continua en 1, los valores
a los que se aproxima f':i?:' cuando s se acerca a 1, son iguales tanto si lo hacemos para valores
menores o mayores que 1. En ese caso, si existe el limite cuando 4 tiende a 1, y coincide con f':ljl .

Repite la escena varias veces, hasta que entiendas lo que se ha explicado.

/rporiante

Hallar el limite de una funcién f':il?:' , continua en un punto i — g, es muy facil. Se

cumple que $11E}1a ()= flo)

I L


https://www.geogebra.org/m/gsxQhEej

Esto facilita muchisimo el limite de una funcién en punto para las funciones continuas, que, como ya
hemos visto, son la mayoria de las funciones elementales.

Calcular el limite de  f(z) =x34+4x4+7 cuando - tiende, por ejemplo, al punto -1, es muy fécil.
Como f'::l?:' es una funcién polinémica, por tanto continua en todo su dominio, basta con hallar f{—l)

lim  z3+4z+7 =(-12+4-(-)+7=2

r——1

Ejercricio reswuelto

Calcula los siguientes limites de funciones en los puntos que se indican:

lim 4x—5
a. r—d
. T
b, 23 2
I 24
C. 51:[[}11 1—z
; 24z
m ——

d. gg 1-x

IMostrar retroalimentacion|

a. Al ser f{dﬁ):‘iﬁ—fi una funcion afin, por tanto continua en todo su dominio,
basta con hallar el valor de la funcion en el punto 2, es decir

f2)=42-5=8-5=3 Luego el limite es 3.

I
b. El razonamiento es similar al del apartado anterior, f{x}:ﬁ es continua
en todo su dominio, hallamos el valor de la funciéon en el punto 3, es decir

f{S} =23=38 . El limite, por tanto, es 8.

c. La funcién no estd definida en el punto =1 en que se quiere hallar el
limite, ya que el denominador |—4 se anula en 1. Al acercarnos a ¢ =1, el
denominador se aproxima a 0 y, por tanto, los valores que toma la funcién
racional se hardn cada vez mas grandes. En este caso decimos que el limite es

24 3

infinito: poag 1—x 0~ <9

24
d. La funcién f{x}:]_—a' en el punto 5 =9 es continua, luego si queremos
hallar el limite, sélo tenemos que sustituir 2 en la funcién:
242 4
f'@' 12— -1 —4% _ Por tanto, el limite es -4.

Ejercricio reswuelto |“|




Calcula el siguiente limite de una funcién racional. Se denominan funciones racionales
aquellas cuya expresion algebraica es el cociente de dos polinomios.

rid_3r—4

;rlﬂl‘i r—4

IMostrar retroalimentacion|

Para calcular dicho limite vamos a sustituir 5 por 4 en la expresion analitica de la
. z2-3r-4_ 16-12-4

funcion: 5 54 r—4 — 4-4 =
0

Al cociente [J se le denomina una indeterminacién, es decir, no sabemos cuanto
vale el limite.

0
0

¢Qué hacemos entonces? En este caso, como al sustituir por 4 en los dos polinomios
. nos da 0, significa que 4 es raiz de dIChOS polinomios. Es decir, r—4 es un factor de
i ambos. Slmpllﬂcamos a ver qué ocurre:

] - P . z—4)-(z+1 _
- lim %: lim %: 11m4lia:‘—|—1:l=5

r—4 r—4
Por tanto, en este caso, el limite es 5.

Corprueba o Jrreraic/lo

Completa los valores de los limites de las siguientes funciones:

1 (14z)?-1
a. :rli-[}][:l * o D
lim rd-g
b. 33 T2-55+6  []

i En los ejercicios 13 y 14 de la pagina de Vitutor puedes ver como se resuelven !
i ambos limites.

Para terminar este apartado, veamos un video de juanmemol en el que se explica un limite muy similar
al ejercicio anterior:


http://www.vitutor.com/fun/3/a_a.html
http://www.youtube.com/user/juanmemol?feature=watch




2.2. Limites laterales ?j_srl =N

¢Recuerdas el partido entre el
Gijon y el Osasuna? ¢éSi, aquel que
termind con un 1-0, siendo Barral,
jugador del Spérting, quien marcé
el Unico tanto del encuentro en el
minuto 667 q

. L O 5 [10 (15 (20 (25 (30 (35 4D |45 |50 55 (60 (65 70 (75 |BO |35 (8O
De aquel partido, la funcion que

nos interesaba era la que asociaba Imagen de elaboracién propia

a cada instante del partido los

goles que se habian marcado hasta ese momento. Su gréafica era la que aparece en la imagen de la
derecha.

En la definicion de limite en un punto a, centrdbamos nuestra atencién en cémo varia f{it?:' cuando
4 Se acerca a g . Pero al punto g5 nos podemos acercar por la izquierda o por la derecha. Es decir,
para valores menores que 5 O mayores que g .

En el partido, nos podemos acercar a 66 por instantes anteriores o posteriores. Para instantes

anteriores, f{i?:' =0 puesto que aun no se ha marcado el gol. En tanto que para instantes posteriores
fl:ﬂﬂ‘:' =1 ya que se ha marcado el gol.

Eso quiere decir que f{ﬂ?} no tiene limite cuando 1 tiende a 66. Lo que, como ya habiamos visto,

implicaba que f'@:‘ no era continua en 66. En este caso, jugar en el "green" del 66 da lugar a un buen
salto.

Inpportante —

Si f{ﬂ?} se acerca a | cuando 1 se aproxima al punto 5 para valores menores que
a , diremos que | es el limite por la izquierda de f{i‘:‘ en el punto g .

Y se expresa: El_l}né— f{a::' =1 .

Si f':ﬂi‘:' se acerca a sy cuando g se aproxima al punto g para valores mayores
que g , diremos que s, es el limite por la derecha de f':i?:' en el punto g .

Se escribe: $1_1}Hé+ fl@}: m .

Si los dos limites anteriores coinciden, existe el %@a f'@) y es igual a ese valor
comun.

lim _ flz)= 0 , $£r£5+f($}:1

En la funcién del partido de futbol 1 &6 . Por tanto, como

m _ f(r
ambos valores no coinciden, se tiene que T —EE f{ :l .

Reflexiorns

Las tarifas postales del servicio de Correos para envio de paquetes, durante el afio 2011
vienen expresadas en la siguiente tabla:



http://www.correos.es/comun/tarifas/02P0201b-PaqAzulTarifas.asp

) .
PENINSULA Y BALEARES

DESTING

MﬂlﬁmﬂEum ¥ RESTO NACIONAL
Precio final

Hasta 1 Kg. &,00 6,00

Hasta 2 Kg. 6,50 6,60

Hasta 5 Kg. 7.60 7.60

Hasta 10 Kg. 870 g.70

Hasta 15 Kg. 11,45 11,45

Hasta 20 Kg. 13.80 13,80

Captura de pantalla de la web de Correos

Consideramos la funcion que al peso del paquete le asocia el precio que hay que pagar:

a. Representa graficamente la funcion anterior.

b. ¢Es continua? ¢En qué puntos es discontinua?

lin_ f@  lm, f@  lm_ @

c. Calcula los siguientes limites: r— 3 r—ot
lim = f(z)
r— 10t .

lim_ f(z)

d. Halla 1 5§

IMostrar retroalimentacion

a. La grafica de la funcion tiene la siguiente forma:

14| Precio en euros |

PaTu enkp

0 2 |4 |8 B 10 [12 4 |18 Im 20

Imagen de elaboracion propia

b. La funcién no es continua. Es discontinua en los puntos donde cambia la tarifa:
1, 2,5,10, 15y 20.

lim_ f{z)=6,60 lim  flz)="760 lim _ f(x)=8,70
C. r—2 , z—at ;o x—10

lm | flr)=11,45
r—10% .

lim_ f(z) ,

d. No existe 1 5§ ya que los los limites laterales no coinciden:

lim_ f@)="760 # 870=lim (&)



http://www.correos.es/comun/tarifas/02P0201b-PaqAzulTarifas.asp

Irportante

Una funcién f':él?:' tiene una asintota vertical en el punto g, de ecuacion ¢ =g si
alguno de los limites laterales en ese punto es mas o menos infinito.

En ese caso, la grafica de la funcién se aproxima a la asintota condicionada por el signho
que tenga el infinito.

Imagen de elaboracion propia

I— L —

En el siguiente video de juanmemol puedes ver con detenimiento como se calculan los limites laterales
de una funcién de proporcionalidad inversa en el punto en que se anula el denominar, es decir, el punto
que corresponde a la asintota vertical.


http://www.youtube.com/user/juanmemol?feature=watch

Relflexiona

Si haces clic en la siguiente imagen, puedes acceder a una escena de GeoGebra en la
que se representan funciones racionales. Te pedimos que halles las ecuaciones de las
asintotas de dichas funciones. Puedes comprobar si tu respuesta es correcta activando el
controlador.

También debes calcular los limites laterales en el punto que corresponde a la asintota
vertical.

Funciones de proporcionalidad inversa

Applet en el que se representan fusciones de proporcionalidad inversa. Aparecen tambisdn sus epresiones algebraicas ¥ asimotas.

:Nunanm ] m— e
| ] "a'-lr-1

y=0Y | a=~00

-
|

d5aknias hallar las asimotas o las funcionas de proporcionalidad ivsrsa que vam aparecinds an = aoglan?

Imagen de elaboracion propia

IMostrar retroalimentacién

axr+b

S| f'@:‘ r:a:—|—d Ia asintota vertical se encuentra en la recta & =

|

ol

, es decir



https://www.geogebra.org/m/QpQGRvdQ

€n el punto donae se anuia €l denominaaor. EN tanto que la asintota norizontal sera
&

¥=c.

La forma en que la funcidn se aproxima a dicha asintota, junto a la explicacion del

video anterior, te ayudara a calcular los limites laterales.




3. Funcion continua en un punto igr-l e

Sabemos que, conocida la grafica de un funcién, podremos afirmar si es continua o no si podemos
dibujarla sin levantar el lapiz del papel. Ahora nos toca prestar nuestra atenciéon a por qué "tenemos
que levantar el lapiz del papel”, en el caso de que exista discontinuidad. Es decir, épor qué una
funcién es continua o discontinua en un punto?

Para este estudio no serd necesario fijarnos en las funciones lineales, cuadraticas y polinémicas en
general, ya que son continuas. Tampoco tendremos que mirar las funciones exponenciales, logaritmicas,
senos y cosenos, pues también lo son.

La mayoria de las funciones que no son continuas se encuentran entre las funciones de proporcionalidad
inversa, racionales, tangentes y definidas a trozos.

Si haces clic en la siguiente imagen, podras acceder a una escena de GeoGebra en la que es posible
estudiar la continuidad de cuatro funciones diferentes en el punto 7 — % . La escena dispone de seis
botones, cuatro sirven para seleccionar las distintas funciones, y los otros dos para mover un punto que

se aproxima a 2. Mira con detenimiento qué ocurre con f':il?:' cuando s se acerca a 2. De ese modo
podras deducir qué diferencias existen en esa aproximacion teniendo en cuenta que la funcién sea o no
continuaen 5 =29.

Cuatro funciones y un punto. Limites y continuidad.

Bl applet parmine estudiar fa continaidad de cuatrs funcionas diferentas o mismo gunis.

ENge la funsion

|ENEN N .

Aproma &l P naranja a .

1657

Acserade nl punto 2 por [s inguierds y ln derecha, y chesrss como e sproeims fla) s (2 Cembie de funcidn pars var cémo afects ol
limite @ la conbruidad de | Funcién an e panin

Imagen de elaboracion propia
Podemos afirmar que una funcién no es continua en un punto por tres motivos: que no esté definida

la funcién en dicho punto, que no exista el limite de f':i?:' cuando 4 tiende al punto, o que
aun existiendo el limite y la funcién en el punto, ambos valores no coincidan.

T ) T  Para la funciéon cuadratica, f'@:‘ es continua en 2. Se
E : cumplen los tres requisitos:

Existe f{ﬁ} , también existe g;hﬂ]g f(a:} , Y ambos valores
od L - ‘ coinciden.

Para la funcion a trozos, f':ﬂ?:' no es continua en 2:
lim T

Existe f{z} , pero no existe 1 —1% f( :l

laterales son diferentes.

Por la izquierda tiende a 1 y por la derecha a 2.

, ya que los limites
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Corprueba o grrerdic/o

Vamos a estudiar la continuidad de la funcion que aparece representada en la imagen.
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Imagen de elaboracion propia

Para ello completa las siguientes frases:

Graficamente se ve con claridad que f es discontinua en el punto |:| .
f(2) = [ ]y el limite de f(x) cuando x tiende a 2 vale [ ].

Por tanto f|:| es continua en 2, ya que los dos valores anteriores |:| son iguales.

es




Irnportante —

Una funcién f{ﬂ?} se dice continua en un punto =g, Si f':ﬂ?:l se aproxima a

fl:' cuando . se acerca a g, o lo que es lo mismo, si cumple las siguientes tres
condiciones:

1. Que exista f':ﬂ}
2. Que exista a;li_r}ﬂq fl@)

3. Que los dos valores anteriores coincidan, es decir, drliﬂ]a f(ﬁj' - f@'

En caso contrario, la funcion se dira discontinua en dicho punto.

Una funcion que es continua en todos los puntos donde esta definida, se dira
continua.

I— - .

En el siguiente enlace puedes ver una clasificacion de los distintos tipos de discontinuidades y su
relacion con la existencia o no del limite en un punto, o de los limites laterales.

Clasificacion de discontinuidades

Corprueba o grrerdic/o

Para estudiar la continuidad de esta funcién definida por partes, es conveniente que
completes los huecos que aparecen en las siguientes afirmaciones.

_Jz2-5 s z<3
f@:}_{ r 8 3Lz

a) Antes del punto 3 es continua porgue en ese trozo se define como una funcién

b) Después del punto |:| también es | | pues se define como una funcién

c) Para ver si es continua en el punto 3 tendremos que estudiar el |:| de f(x)
cuando x tiende a él.

d) Si nos acercamos a 3 para valores menores que 3 la funcidn tiende a |:| :

e) Si nos acercamos a 3 para valores mayores que 3 la funcion tiende a |:| .

lim_ f(z) .

f) De lo anterior deducimos que |:| existe el 753

Para completar correctamente todos los huecos, seguro que te viene bien ver la
grafica de la funcidn f'@:‘

EEPEENEEf
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http://www.vitutor.com/fun/3/b_5.html

Ejercricio reswuelto

Halla el valor de 5 para que la siguiente funcion sea continua.

| x4l s z<1
f{I}_{S—afg sl x>l

IMostrar retroalimentacion|

No hay duda de que el Unico punto en el que puede ser discontinua la funcion es en
=1, ya que antes de él la funcién es lineal, y después estd definida como una
funcidn cuadratica, ambas continuas.

Por tanto, tenemos que estudiar la continuidad en 1. Si queremos que la funcién sea
continua en él se deben cumplir las tres condiciones: que exista f{l} , €exista
lim_ f(z) . .
T—1 , Y que los dos valores anteriores coincidan.

En el ejercicio resuelto nimero 9 de esta pagina de Vitutor, podemos ver qué valor
itomara g para que f'::I?:' sea continua en 1.

Ejercic/o resuelto

Curso 2010/2011

Halla el valor de la constante 4 para que la
funcion

ari—6 si o<3
’ f@=9 19 :
m . T—a 38 »=3



http://www.vitutor.com/fun/3/b_a.html

sea continua en todos los nimeros reales.

Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

Para que la funcidén sea continua, debe serlo en todos sus puntos.

' Antes de 3 lo es pues en ese intervalo la funcién estd definida como una funcién
'cuadratlca

iDespués de 3 también lo es, ya que estd definida como una funcidon de
i proporcionalidad inversa que solo es discontinua en el punto en que se anula el
 denominador, que es 0, que no pertenece al intervalo.

1Veamos en el punto 3. Esudiemos las tres condiciones que hemos citado
anteriormente:

1. Existe J(3)= —a =4-a
2. Existe xlﬂ]g f{a:‘:l . Para ello deben existir los limites laterales y ser iguales:
1m flz)= 1m ar?—6=a3%2-6=9a—6

1m flz)= 12 .5;:13—2_@:4_.5;

=% —60=4—a=10a=10=|a=1

= lim_ f(z)

3. Para el valor 5 —1]1 se cumple que f{E} _a:—>3




4. Limite de una funcion en el infinito

Hasta ahora solo nos ha preocupado el limite de una
funcién en un punto, pero también nos podemos preguntar

qué ocurre con f':ﬂ?:' cuando + , la variable
independiente, se aleja mucho del origen. Es decir, qué

ocurre con f{i?:l cuando i tiende a infinito. Tanto a
mas infinito como a menos infinito.
En la imagen de la derecha puedes ver la grafica de una

funcion f{ﬂ?:' =T que nos indica cémo cambia el volumen
de un recipiente, f':ﬂ?:' , cuando la presiéon en el recipiente,
+ , se va modificando.

¢Qué ocurre con el volumen cuando la presién se hace muy
grande? Es decir, cuanto vale:

lim 29
Tr—=4oo

En el grafico de la derecha podemos ver que si la presion
es grande, el volumen es cada vez mas pequefo, y tiende a

cero. Es légico, si x crece, T decrece.

=21 volumen en iros
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Imagen de elaboracion propia

Se aprecia también que esa funcién tiene una asintota horizontal en el eje de las X, es decir, % = 0.

[rportante

Si f':i?:' se acerca a | cuando s se hace muy grande en valor absoluto, diremos
que | es el limite de f(ﬂ?:' cuando s tiende a infinito.

Se expresa de la siguiente manera: $1L}mm f'@:’ =1

Si 1 tiende a infinito solo para valores positivos, diremos  tiende a mas infinito. Y

lim  flo)=1 _

se escribe g1 —Jco

Cuando esto ocurre, la funcion tiene una asintota

horizontal en la recta ¥ =1, para los valores positivos de 1 .

En el caso de que g tienda a infinito solo para valores negativos, se dird que i

tiende a menos infinito. Se expresa a;_lin_-loo f'::’::':"i. Cuando esto ocurre, la
funcidn tiene una asintota horizontal en la recta U =1 , para valores negativos de
T -

I—

L

En estas dos presentaciones, puedes ver cdmo se comportan en el infinito las funciones polindmicas:

Limite en el infinito de un polinomio


http://www.slideshare.net/jefedo61/lmite-en-el-infinito-de-un-polinomio

— lofl5

Y las funciones racionales:

Limite en el infinito de funciones racionales

—1of 14,

En las presentaciones hemos visto que el limite cuando 4+ tiende a infinito puede ser infinito. Por
ejemplo, en el caso de las funciones polindmicas y algunas racionales (aquellas en las que el grado del
numerador es mayor que el grado del denominador). Esto quiere decir que cuando s se hace muy

grande en valor absoluto, f 1?:' también crece indefinidamente en valor absoluto.

Corprueba o Jrreraic/lo

Si haces clic en la siguiente imagen, puedes acceder a una escena de GeoGebra en las
ale anarecen lac arAficac v la exnreciAn analitica de cniatra fiincinnec aile niedec ir



http://www.slideshare.net/jefedo61/limite-en-el-infinito-de-funciones-racionales
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viendo haciendo clic sobre los diferentes botones. También puedes mover el punto
naranja a lo largo de la grafica.

Dos funciones polindmicas y dos
racionales

Applet en =l gque se reprezentan dos funciores polindmicas v dos raciorales.
Edliga la funzign haclendo ¢lle sebra el botdn
[+ [2][s]l]

flx)=x"—3x"4 241

Creado cor Geobebra - Compartids por jefedobl

Completa los siguientes espacios en blanco que contienen cuestiones relacionadas con
esas funciones.

a) Las dos funciones que no tienen ningun tipo de asintotas son |:| y |:| por ser las dos
funciones polindmicas (escribe sus nombres en orden alfabético).

b) g tiene una asintota vertical en x= |:| , Y horizontal en y= |:| .

c) El limite cuando x tiende a 2 por la izquierda de g(x) es |:| infinito.

d) El limite cuando x tiende a menos infinito de g(x) es |:| .

e) La Unica funcidn que tiene asintota oblicua es |:| .

f) i tiene una asintota vertical en x= |:| , porque en ese punto se anula su denominador.
g) El limite cuando x tiene a 1 por la derecha de i(x) es |:| infinito.

h) El limite cuando x tiende a menos infinito de h(x) es |:| infinito.

i Estas cuestiones te serviran de repaso a todo lo que hemos visto en este tema. Sii
i fallas en algunas de ellas, quizas debas volver a mirar un poco mas los contenidos. ;

Ejercic/o resuelto

Halla las asintotas de la siguiente funcion racional:
Ta41]

flz)= —12

IMostrar retroalimentacion|

Asintota vertical: el denominador se anula en ¢ = 2, hallemos el limite en dicho
punto:



https://www.geogebra.org/m/a5Eq2zca

Por tanto la funcion tiene una asintota vertical en x=2.

I 241 5

Eﬂlﬁ z—2 =07

| Mas concretamente :

im_ EH_5
=2 =270

: . 241 5

s R

i Asintota horizontal no tiene ya que el grado del numerador es mayor que el grado
i del denominador.

i Asintota oblicua: si tiene ya que el grado del numerador es una unidad mas que el
i grado del denominador.

i Para calcular dicha asintota realizamos la divisiéon de los dos polinomios. Al hacerlo
: obtenemos x-+2 como cociente y 5 de resto, por tanto:

Esto quiere decir que cuando ¢ tiende a infinito la funcion f{d’::' se comporta

como la funcion afin ¥ =242, ya que r—73 tiende a 0 cuando 4 tiende hacia
infinito. Por tanto la asintota oblicua es ¥ = +2 .

' En el siguiente video se halla la ecuacion de la asintota oblicua de otra forma. De ti
 depende elegir la mas adecuada para tu forma de operar.




Ej/erc/c/o resuelto

’ Curso 2009/2010

Dada la funcién
f) =73
a+3
determina y representa sus asintotas.

Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

Asintota vertical: el Unico punto de discontinuidad de la funcién es £ =_3 , el
punto donde se anula el denominador. Se cumple que:

i, f&)=oo

Por tanto, la funcién tendrd en § — —%2 una asintota vertical.

' Asintota horizontal u oblicua. Si calculamos el limite cuando s tiende a infinito,

: debemos fijarnos que g tiende a infinito y g+2 tiende a 0, por tanto el limite
i seria:

lim I—_S —co—0=co

T =00 r+32
No hay asintota horizontal, ya que para que la hubiera, el limite tendria que ser un
numero finito.

3

i Pero como g+42 tiende a 0 cuando g tiende a infinito, podemos decir que f{d?:l
1se parece a g en el infinito, lo que quiere decir que Y¥ =X es una asintota
' oblicua de la funcion.

Las graficas de las asintotas serian.




5. Apéndice

i ui)

3(1 e
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En este segundo tema se introducen dos conceptos fundamentales para el estudio de las funciones:
limite y continuidad. Ambos estan intimamente ligados, siendo imposible estudiar cada uno de ellos sin

que intervenga el otro.

En el desarrollo del tema hemos comenzado con la idea intuitiva y grafica de la continuidad de una
funcidén, para seguir con el estudio del limite de una funciéon en un punto, lo que nos lleva a definir los

limites laterales y la aparicién de las asintotas verticales.

A continuacion, definimos la continuidad en un punto, y analizamos los motivos que provocan que una

funcion sea discontinua.

Por ultimo, estudiamos el limite en el infinito y la posibilidad de que una funcién posea asintotas tanto

horizontales como oblicuas.

¢

| e
/rportante
Con el siguiente grafico puedes realizar un rapido repaso por todo lo visto en el tema.
Asintotas Limites
verticales laterales
Tipos de
En un punto discontinuidad
LEMITES DE [ conTInuIDAD |
FUNCIONES
i En el infinito l
Asintotas horizontales
¥ oblicuas
Imagen de elaboracion propia
P— | —



5.1. Recursos rq A=\

- 1

o A
Las nuevas herramientas informaticas nos ayudan mucho a calcular los limites. Por ejemplo, en la
siguiente presentacidn se puede ver como se utiliza Geogebra para hallar las asintotas de una funcion.

i ui)

Asintotas cc
GeoGebra

—lof5




5.2. Curiosidades

Breve resena hi
concepto de
matemat



http://es.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier




5.3. Para saber mas

TEMA 14. LIMITE DE FUNCIONE

1. Cuando la variable se acen

Dada la funcion f(x) = 3x — 1, ;a que valor se ac



http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/limite_punto_jmgm/limite_punto.html
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/limites_infinito_mjpv/mjpasarin_ud.htm
http://www.vadenumeros.es/primero/asintotas-verticales.htm
http://www.vadenumeros.es/primero/tipos-de-discontinuidad.htm
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/Limite_continuidad_y_derivabilidad/unidad.htm

