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1. La integral definida ?3(| N\

Hay veces que nos interesa saber cuanto mide el area de una
superficie que esta limitad por lineas curvas y nos encontramos con la
dificultad de no poder triangularizar la figura para hallar su medida
por métodos clasicos. Por ejemplo si queremos hallar la superficie
maxima que ocupa una fuente no rectangular. Para resolver ese
problema surgid la integral definida.

En el tema anterior has visto una de las herramientas mas potentes,
junto con la derivada, dentro del calculo infinitesimal: la integral Fuente propia

indefinida. Pero esa herramienta surgié como necesidad para resolver

un problema ya existente, el célculo del area de un superficie irregular. Tal como hemos comentado en al
apartado anterior que ocurre a menudo, la integral indefinida surgié como herramienta para poder resolver
ese problema mas general, aunque normalmente se suele conocer antes que la expresién que nos va a
permitir hallar la superficie de un recinto irregular.

En el siguiente video podras ver un problema real de hallar cuanta pintura necesitamos para pintar una
piscina irregular y como vamos aproximando por areas faciles de encontrar hasta acercarnos al valor. Ese
sera el método que usaremos en nuestro caso.

Exploracién basica del calculo integral
Video alojado en Youtube


http://www.youtube.com/embed/YKRXJcqb4Cc
https://www.youtube.com/watch?v=YKRXJcqb4Cc

1.1. Teorema fundamental del calculo ?311 Zre)

Estamos seguros de que en muchas situaciones
cotidianas te has encontrado con el concepto de la
media. Cuando estudias los gastos medios que has
tenido en un mes o el numero medio de horas que
debes dedicarle a la limpieza de la casa para que esté a
tu gusto, o el nUmero medio de mensajes sms que
recibes en tu movil al afo.

Si consideramos, por ejemplo, la produccién de setas en
la Gltima década, seguro que tendremos un ndmero
medio anual. Ese nimero medio que, légicamente, se
encontrara entre la mayor produccion y la menor,
equivale a que si todos los afios se hubiese obtenido la
misma cantidad, al final de la década se tendria tanta
cantidad como la obtenida en conjunto en los diez afos.

Algo parecido nos va a ocurrir con la integral definida. Imagen de elaboracién propia

g
{

Importante —

Consideremos una funcion f(x) continua en el intervalo [a,b], existe un punto c, interior al
intervalo, en el que se verifica.

b
1) dz= 1) (b-a)

La igualdad anterior equivale a decir que el valor de la integral definida coincide con el area
de un rectangulo de base la amplitud del intervalo y cuya altura es el valor de la funcién en
el punto intermedio c.

Este resultado se conoce como TEOREMA DE LA MEDIA o del Valor Medio.

B ——

En la siguiente ventana puedes observar este resultado. Basta que muevas el botén azul, que estd sobre el
eje X, y observa como puedes encontrar un punto interior en el que los valores de la integral definida y el
area del rectangulo coinciden.



/

Area del rectangulo =7

Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC

Reflexiona

Utiliza la ventana anterior para probar el Teorema del Valor Medio en el intervalo [0,3] para
la funcién f(x) = —x2+2x+3 e indica en qué punto intermedio ¢ se cumple.

| Mostrar retroalimentacion |

' Si movemos el punto por el eje x nos aparecen dos valores en los que el area es igual.

i Para x=0 y para x=2. El primer valor no nos sirve pues es un extremo del intervalo,
i luego el punto buscado es c=2.

Si elegimos un punto x, interior al intervalo [a,b] en que esta definida
la funcién, y hallamos la integral definida entre el extremo a y ese /
punto X, su valor depende de ese valor x, por lo que entonces la
integral definida se convierte en una funcién de x que recibe el nombre
de Funcion Integral. Se suele representar por la misma letra que la
funcion integrando, pero en mayuscula. En nuestro caso hablaremos de
la funcion F(x) que sera

X
[fit)dt
a

F(r)= / f(t) dt



https://www.geogebra.org/material/iframe/id/x3d5wy8x/width/712/height/368/border/888888/smb/false/stb/false/stbh/false/ai/false/asb/false/sri/false/rc/false/ld/false/sdz/false/ctl/false
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

[rportante

La derivada de la funcién integral es igual a la funcién integrando.

X
Es decir, si F(a?):ff(ﬁ) d+ entonces F”(x)=f(x) . Esto equivale a decir que la

P a .o e
funcion integral es una primitiva de la funcion f(x).

Este resultado se conoce como Teorema Fundamental del Calculo.

I

Lo anterior es muy facil deducirlo utilizando el Teorema de la Media

visto anteriormente. La (Eerivada de la funcién F(x), segun la definicion,
. . Flz+h)—F(zx

Sseria: F/(x): hm }3 ( ) .

h—0

z+h
El numerador equivaldria a f(t) dt Y utilizando el Teorema del

. T e
valor medio existird un valor Ce(x’x+h) que verifica que
T+h

[#0) dt= 1@ teth-2) = fOh

Por tanto F/(:C)ZhlimOF(x—i_h}z_F(m): lim Sfle)rh
_)

h
0, c debe tender a x. h—0
Luego obtenemos que F'f(x) — f(:c) _

/

=T

a X X+h b

=hli_n}10f(c) y como ¢ € (z,z+h), al tenderh a



1.2. Regla de Barrow

Imagina que una persona aficionada a la reposteria (quizas
tu valgas como ejemplo) quiere hacer un pastel o un dulce
que esté horneado. Para ello necesita los ingredientes y
por supuesto una herramienta que le permita cocinar lo
que desea. En nuestro caso debera utilizar un horno que le
permita cocinar lo que tiene en la cabeza. A nosotros nos
pasa algo parecido.

Ya hemos visto cudl es la interpretacion de la integral
definida y hemos relacionado, en el apartado anterior, la
funcion integral con la otra gran herramienta del calculo
infinitesimal: la derivada. Pero ahora necesitamos una
herramienta que nos permita hallar el valor de la integral
definida. Y para ello contamos con la Regla de Barrow.

'

Irportante

Imagen de elaboracién propia

REGLA DE BARROW

Sea f(x) una funcion definida en el intervalo [a,b] y sea F(x) una primitiva de dicha funcion.
Se verifica que la integral definida, entre a y b, es igual a la diferencia de la funcién

primitiva en los extremos del intervalo. Es decir,

b
[#6) 4= P)-F@

—

———

La forma de deducir esta regla es muy simple. Sabemos que la integral indefinida de una funcidon estd
formada por todas sus primitivas. Es decir, es igual a una primitiva cualquiera mas cualquier constante que
T

queramos afadir. Esto lo vimos en el tema anterior. Por ello, /f(t)dt — F(x)—i—C’
a

Si sustituimos x por a, obtendriamos el area limitada por la funcién entre ese valor y él mismo, que

l6gicamente es cero. Por tanto:

f f)dt=F@+C=0 — C=-F)

T
Y en /f(t)dt — F(x)—F(a) basta sustituir x por b para obtener la Regla de Barrow.
a

Ejercic/o reswuelto




)
Halla el valor de la integral fo dr -
0

| Mostrar retroalimentacion |

! Basta que encontremos una primitiva de la funcién x2. Sabemos, por el tema anterior:

' que una primitiva es %3 . Por lo tanto:

En el siguiente enlace tienes mas ejercicios de integral definida resueltos utilizando la Regla de Barrow.

Ejercicios resueltos

Relflexiona

4
£
Calcula el valor de la integral /65 dr -

0

| Mostrar retroalimentacion |

balEy

Una primitiva de la funciéon f(x) — e% es la funcion F(x) —9.e
4

Corprueba o Jrreraic/o

Escribe el valor de las siguientes integrales (con un maximo de dos decimales).
5

a) /:r;d:c =[]
1

2
h fl =



http://www.vitutor.com/integrales/definidas/regla_barrow.html

v JEEs s T —
0

________________________________________________________________________________________________________________________

Ejercic/o reswuelto

e
Calcula /sen(»’f) dr

0
Sugerencia: Efectia el cambio de 7 — % .

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

' Hacemos el cambio indicado que es equivalente a x=t2.

i Podemos hacer dos cosas: hallar primero una primitiva de la funcidon y después sustituir :
i en los limites de integracidn, o bien, al hacer el cambio también adecuamos los limites :
i de integracion. Hagamos esto ultimo. :

: o r
fsen(&) d:c:fsen(t) 2t dt
0 0
La integral resultante debemos hacerla por partes:
EEIegi?nT'\os u()=2t ; dv(t) = sen(t) dt. Por lo tanto du(t)=2-dt y v(t)=-cos(t) |

fsen(t) 2t dt= [—2t-cos(t)]g+f2cos(t) dt= [—2t-cos(t)]g+[ 2sen(t)];r =
0 0

| =[~2mcosim—0]+[2sen(m)—2sen(0)] = 2

________________________________________________________________________________________________________________________

‘

- Curiosiclae! 2

Ya en el video introductorio del tema, al hablar de
los precursores del Calculo, se cité el nombre de
Isaac Barrow, matematico, profesor y tedlogo

inglés del siglo XVII. Fue profesor de la catedra
Lucasiana en Cambridge, catedra que cedié en
1669 a uno de sus discipulos, Sir Isaac Newton.



Muchos historiadores consideran que podria haber
descubierto el calculo diferencial antes que Newton
y Leibniz si no hubiese tenido tanto apego a los
aspectos geomeétricos de las matematicas.

Precisamente en 1669 publicOé sus Lectiones
Opticae et Geometricae en el que se presenta
métodos para hallar tangentes a curvas
cualesquiera y plantea que la diferenciacién e
integracidn son procesos inversos. Este libro fue
revisado y corregido por el propio Newton.
También publico ediciones comentadas de libros de
Euclides, Apolonio y Arquimedes, entre otros.

Imagen de Wikimedia Commons


http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Isaac_Barrow.jpg

1.3. Propiedades de la integral definida

w-ie))
oy
-

Si tienes en tu casa un robot de cocina, o estds pensando en
conseguir uno, seguro que lo primero que te interesd fueron todas
las propiedades que tenia dicho aparato. Ver como podia afectar a
tus platos tradicionales, qué cosas nuevas podias hacer, como
podia simplificarte el trabajo, etc.

Esto mismo ocurre con cualquier herramienta nueva con la que
entres en contacto, interesa conocer cudles son sus propiedades
fundamentales y como se aplica a elementos ya conocidos. Eso es
lo que vamos a hacer en este apartado con la integral definida.

1) La integral definida de una suma (o resta) de funciones
integrables es igual a la suma (o resta) de las integrales definidas
de cada funcion. :

[Uerso@ == | 16 doa [o@) d

a a

Imagen de elaboracién propia

2) La integral definida del producto de una constante por una
funcion es igual al producto de la constante por la integral de la
funcion.

b b

[ [c-£@] de=c. / 1@ ds

3) Si cambiamos entre si los limites de integracidn, el valor de la integral definida cambia de signo.

f;(x) dx:—/;(x) dzx
a b

Corprueba o Jprercic/o

b b
Si tenemos que /f(x) dr=8 Y fg(x) dr=-3" Se verifica que:
a

a

b
9 [[1@+e@) az <0

a
b

) [loe)-e) = =

a

b

9 [[35] 4z -




w

b
0 (s 9] dz -

a

4) Si tenemos dos funciones f(x) y g(x) definidas en el intervalo [a,b] y tales que f(x) < g(x) :

/ 6 de [o@ as

5) Si tenemos un valor c del intervalo [a,b] cualquiera se verifica que:

f;(x) dx:/;(x) dx+f;(x) dx

Gracias a la propiedad 3) esta propiedad se puede generalizar a cualquier valor ¢, independientemente de
que esté o no dentro del intervalo [a,b], siempre que las funciones sigan teniendo sentido hasta el valor c.
Podemos ver aplicada esta propiedad en la siguiente ventana.

Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC


https://www.geogebra.org/material/iframe/id/FZpdNqgf/width/514/height/363/border/888888/smb/false/stb/false/stbh/false/ai/false/asb/false/sri/false/rc/false/ld/false/sdz/false/ctl/false
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Ejercicr/o resuelto

Halla el valor de la integral /(2-x2—2x+5) dr -

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Apllcando las propiedades de las integrales, descomponemos la integral anterior en !
sumas de varias. :

3
/(2 £2-2z+5) do = 2/1:2 dz— /2x dx+5/dx 2| ]0—[x2]g+5[x]g=
—2 (9-0)—(9-0)+5-3-) =24 °

________________________________________________________________________________________________________________________

Ejercicr/o resuelto

3

. 2243
Halla el valor de la integral
alla el valor de la integra /:r ldx
0

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Lo primero que debemos hacer es hallar una primitiva F(x) de la funcidon f(x) — 2“'_:'13 .
| x :

: Como es una funcién racional de numerador igual al denominador, dividimos para !
2x+3 1 !

descomponer la fraccién. Asi tenemos que il = 2+£+1 |
! Por tanto, !
’ 3 3
2243 3 :

/ td g = / (24557) do= [2e-+info-+[J} = (6+n@) ~0-+in(1) 739

0 :

........................................................................................................................

Corprueba o Jprercic/o

Halla el valor de las siguientes integrales:

f1. —




dr =1

=1k

a)j
1

b) f (25+3) do =[]
2

LoN]

........................................................................................................................

________________________________________________________________________________________________________________________

Ejercrcio resuelto

2
e [y 4e o0 r0={, 0 552,
0

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Para hallar la integral basta aplicar la propiedad 5 que hemos visto. De esa manera:

/j‘(:c) da::f}(x) d:c+/j‘(:c) da::fi dx+/§1+x2) dz
0 0 1 0 1

i Resolvemos cada integral por separado:

2
f fla) do = [:cz]é+[x+%3]f = (1—0)+[(2+§)_(1+1)] _13
0

________________________________________________________________________________________________________________________

En la Unidad anterior vimos unos ejercicios en los que encontrdbamos una funcién que verificaba una serie
de condiciones. A veces en esas condiciones se utilizan las integrales definidas. Veamos un ejemplo.

Ejercic/o reswuelto

De la funcion f:R — R definida en la forma f(x):ax3+bx2—l—cx+d se sabe que
1

tiene un maximo relativo en x=1, un punto de inflexién en (0,0) y que ‘/f(x) d.n”::% .
0

Calcula a, b, cy d.

| Mostrar retroalimentacion |



: Imponemos las primeras condiciones, para ello necesitamos las dos primeras derivadas !
: de la funcion.

fl@)=3ax242bz4c ; [ (x)=6ax+2b

pasa por (0,0) 04+040+4+d =0
Las primeras condiciones son ¢ smmarimo en r=1 — ¢ 3a+2b4+c=0
winflezion en £ =0 0426=0

De las igualdades anteriores se tieneque h=gd =0 Y c=-3a -

1

1 !
art 3azx? a 3a a—ba —5a & ,
/(ax3_3ax) d;{;:[T—T]Oza—izT:T:a . Por lo tanto :
0

________________________________________________________________________________________________________________________




1.4.

Interpretacion geomeétrica de la integral
definida

-ie))

(8]
s

1 2

Imagen 1

3

La semilla del «calculo integral la sembraron
matematicos griegos como Arquimedes y Eudoxio. La
idea hoy en dia puede parecer basica y sencilla, pero
ahi mismo es donde radica su genialidad. Veamos como
Eudoxio calculaba areas encerradas por una funcién y
el eje de abscisas.

Analicemos un ejemplo. ¢Cémo calcularia Eudoxio el

4rea encerrada por la funcién f(x) = x2 entre los puntos
Oy 3? (Imagen 1)

El método de aproximacidon por rectangulos ya lo
estudiaste en el Tema 2 de esta unidad didactica, pero
realizaremos un pequefio repaso ya es de gran
importancia en el tema.

Simplemente vamos a aproximar por rectangulos
superiores e inferiores. Obviamente el area es mayor
que 0, ya que siempre lo es, pero podemos decir que al
area encerrada es menor que el rectdngulo que lo
engloba, como puedes ver en el dibujo adjunto
(Imagen 2). El rectdngulo que puedes ver en el dibujo
tiene una base con medida 3 y una altura f(3) es decir,
9. Por lo tanto, podemos asegurar que el area
encerrada por la curva es menor que el area del
rectangulo 3*9=27 (Imagen 2).

Esta aproximacion del area no es demasiado buena, por
lo que podemos ir dividiendo la funcién en trozos vy
aproximar por rectdngulos, tanto por exceso como por
defecto, para aproximar el area encerrada.

Asi, encontraremos una cota inferior del area y una
cota superior del drea y sabemos que el area limitada
por la funcién se encuentra entre ambos valores.

Lo puedes probar con el applet que te mostramos a
continuacion. Moviendo el punto puedes determinar
cuantos rectdngulos inferiores y superiores quieres
escoger. Al aumentar el ndmero de rectangulos, la
aproximacién sera mejor.

Imagen 2



GeaGebra

Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC

Si modificas el nimero de rectangulos puedes apreciar como el valor del drea queda mas acotado. Sin
embargo, nosotros queremos un valor concreto del drea, no una aproximacion,ya que no seria preciso
decir que el drea esta entre estos dos valores.

Piensa por un momento que tomaramos infinitos rectangulo tan pequefios como se puedan tomar éQué
ocurriria con el area? ¢Seria una aproximacion 6 seria el valor que estamos buscando? Obviamente seria el
valor del area encerrada.

'

I /mpoortante —

Si f(x) es una funcién positiva en el intervalo [a,b], el area encerrada por la curva f(x) y el

b
eje x es la integral /f(x) dr
a

T— gm—— \\.‘


https://www.geogebra.org/material/iframe/id/bbzqc57d/width/742/height/586/border/888888/smb/false/stb/false/stbh/false/ai/false/asb/false/sri/false/rc/false/ld/false/sdz/false/ctl/false
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Ejercic/io resuelto

En el famoso diario deportivo "MarcAs" aparece
el perfil de la tercera etapa de la ruta ciclista
"Vuelta a Almeria". La etapa es bastante llana,
pero con un puerto al final de esta, La Ragua de
10 Categoria. El perfil de la etapa coincide con
una funciéon polindmica f:c)=x5—x2+1
entre los puntos 0 y 1 . Indica el area coloreada
en verde.

Mostrar retroalimentacion |

Imagen de elaboracién propia

Para calcular el area debemos calcular la
integral de la funcion f(x) entre los valores

Eindicados

P

[ @ty do=[E-u] =4-b-@-§-0=3
L0 s
Relflexiona

La obra "Hiperbooool" , de estilo moderno, tiene la
caracteristica de ser la representacion del area
encerrada por la curva f N =r2—1r% yelejexenel
intervalo [0,1]. Un grupo de estudiantes de Bellas Artes
se plantean cual sera el valor del area dibujada en color
rojo en la pintura. Ayudales a resolver el problema.

| Mostrar retroalimentacién |

Para calcular el area de la funcién f(x) entre los

Imagen de elaboracién propia

valores 0 y 1 tan solo debemos calcular /f(x) dx
0

1
3 #5111, ,0 0, 2
[ (e2-a%)do=[5-2] ~4-H-3-D=2






https://youtu.be/rcqFl50n8nk
https://www.youtube.com/watch?v=rcqFl50n8nk

-ie))
Y

2. Calculo de areas

¢Qué fue antes el huevo o la gallina? Aunque esta pregunta te parezca tan solo un juego de palabras, ha
sigo el germen de grandes cuestiones entre los fildsofos, como el origen del universo o de la vida.
Paradojas de este tipo puedes encontrar muchas, como por ejemplo, la paradoja del mentiroso. Un hombre
dice "Yo estoy mintiendo". Analizala, si dice la verdad, entonces se verifica lo que dice y estd mintiendo,
pero si miente, lo que dice es falso, luego diria la verdad. Esto es lo que se conoce como una paradoja

Te planteo una cuestién ¢Si la derivada es la inversa de la integracién y la integracion es la inversa de la
derivada? éQué fue primero?

Sin lugar a dudas, inicialmente fue la Integral, pero no como la inversa de ninguna operacién, sino como
una herramienta para calcular areas y volimenes. Un matematico griego, Eudoxio de Cnido, descubrié un
método, llamado método de exhauscion, germen de lo que hoy conocemos como integrales. Eudoxio
descubrid las férmulas de los volimenes de las piramides y de los conos gracias a esta herramienta. Aqui
puedes ver un video con ideas basicas del método de exhaucién griego.

Método de Exhaucidn
Video alojado en Youtube

Hoy en dia tenemos grandes herramientas para medir superficies, pero detras de estas herramientas lo que
se encuentra es el cdlculo integral.

La compaiiia Google tiene un producto, gracias al cual puedes consultar cualquier mapa o zona del planeta,
el conocido Google Map. Existe otra herramienta, menos conocida, con la que puedes calcular dreas de
Google Map, se llama Goolzoom. Esta herramienta utiliza la integracion de funciones interpoladas,
obviamente de un modo oculto al usuario del programa, pero el resultado es el calculo del area de la zona
terrestre deseada.


http://www.youtube.com/embed/kOeT8jzSIQM
http://www.goolzoom.com/
https://www.youtube.com/watch?v=kOeT8jzSIQM

Medir areas, distancias y perfil longitudinal

Medir areas, distancias y perfil longitudinal
Video alojado en Youtube



http://www.youtube.com/embed/gTiWy0mp3Tc
https://www.youtube.com/watch?v=gTiWy0mp3Tc

2.1. Area de una region delimitada por la grafica
de una funcion y el eje de abscisas

-ie))

s A

Ya conoces las propiedades de una funcion y las diferentes caracteristicas que puedes estudiar en ella. Por
ejemplo, la monotonia de la funcién, los maximos, los minimos... Nos vamos a centrar ahora en una
funcién, la funcion g(x)=sen(x) y en una de sus caracteristicas, la periodicidad.

La funcidn seno tiene una especial importancia en matematicas, en lo que denominamos analisis armdnico
épero qué es eso? ¢(Tiene alguna relacién con las armoénicas? Pues algo tiene que ver, poco, pero algo si.
Con las funciones armonicas podemos estudiar las ondas de sonido emitidas por un emisor (como puede
ser una harmonica).

f(x)= sen(x)

Realicemos ahora una actividad analoga a las del apartado anterior y veras un "truco de magia".

Ejercic/o reswuelto 'l

Dzetermina el area encerrada entre la curva f(x) = sen(x) y el eje x entre los puntos 0 y
a

| Mostrar retroalimentacion |

U2tilicemos el metodo anterior y realicemos la integral de la funcién entre 0y 24r
T

fsen(x) dr= —cos[:c]|g7r = —cos(2m)—(—cos(0)) =-1-(-1)=0

29

Hemos visto que /sen(x) dr =0 ¢Qué ocurre aqui? ¢Ha desaparecido el area? ¢Si la he visto en el
0

dibujo anterior?

Obviamente, el calculo de la integral es correcto, sin embargo, el valor resultante es 0. Fijate en el punto
anterior, que se indicaba que la funcion debia ser siempre positiva y esta no lo cumple.



|

Inmportante —

Para calcular el area comprendida entre el eje x y la funcidn f(x) en el intervalo [a,b]

@ Se determinan las soluciones de la funcidon f(x)=0 y se toman las que se
encuentren en el intervalo [a,b], por ejemplo cy d

@ Se descompone el intervalo [a,b] en varios intervalos [a,c],[c,d] y [d,b]

@ Calculamos la integral en cada intervalo y tomamos el valor absoluto.

@ Finalmente, sumamos las cantidades para obtener el area final

— —

Ejercicro resuelto Il

El equipo de metereoldgos del aeropuerto de Valencia,
realizan un estudio de la temperatura en la capital ché vy
llegan a la conclusién que la temperatura entre las 0 horas y
las 2 horas del 24 de diciembre sigue una determinada

funcién polinémica f(x) = (x_1)3 .

Pretenden imprimir el grafico, pero el nivel de tinta azul indica

que solo pueden imprimir 2 cm?2. ¢éTendran suficiente tinta
azul?

| Mostrar retroalimentacion |

La solucion de la ecuacién (x-1)3 se obtiene para x = 1, por lo que calcularemos las

integrales.
i 1 9 i
: 1 4 2 '
| 3 3 (z=1)* (z—1) 1,11
L]0 1 i
Efectivamente, pueden imprimir la grafica.
,
Reflexiond II

La funcion que indica el balance en millones de euros de

una compafia de alimentacion es f(x) = -x2+4x-3 donde x
indica el tiempo que transcurre, en afios, desde la




Imagen obtenida de Fundacién
Wikipedia

1 3 4
f(—:c2+4a:—3) dr | + /(—x2+4x—3) dz |+ /(—xz+4x—3) de| =
0 1 3

2 1 —gx3 452 3
3 7—337]0 ‘ + ‘[T+T—3~'°]1

[ +2-81+-9-+18-9—(F+2-3) [+ +32-12-(-9+18-9) | =[5 +}3HF | =4

________________________________________________________________________________________________________________________

runaacion ae la empresa.

Indica el area que encierra la funcion indicada desde el
comienzo de la empresa hasta el cuarto afio.

| Mostrar retroalimentacion |

En primer lugar, debemos encontrar las soluciones de la:

ecuacién -x24+4x-3 = 0 y lo resolveremos con la férmula de !
resolucién de ecuaciones de grado 2, xz—b:l:\sz—%m

donde a = -1,b = 4 y ¢ = -3, obteniendo como resm.%gado X =
lyx=3.

r

Por lo tanto debemos considerar tres intervalos def
integracion [0,11,[1,3] v [3,4] '

[—5:3 42

4
+ T+T—3x]3 ‘ =

Corprueba o gpreraic/o

La particula de una cuerda de un guitarra sigue el
comportamiento de una funcion sinusoidal al ser

pulsada, g(x) = 3-sen(2x).

Indica el area que engloba dicha funcion, junto al
eje X entre los puntos 0y 24

&) Sugerencia

O 6
O o
O 12
O 24
Piensalo mejor!!

____________________________________

____________________________________________________________________________________

____________________________________________________________________________________

Imagen tomada de la Fundacion Wikipedia bajo

licencia Creative Commons.
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2.2. Area comprendida entre dos funciones iadh AR

La arquitectura es una parte fundamental de la cultura de un pueblo. Si viajas por las
diversas Comunidades Auténomas de la geografia espafiola, podras observar que nada
tiene que una construccion en un pueblo gaditano como Ubrique, con sus casas blancas
encaladas con un pueblo gallego como Betanzos, con su gran vegetacion y horreos
maravillosos. Si no son comparables las arquitecturas urbanas en nuestro pais, imaginate
a nivel internacional.

Hoy te presentamos una construccion tipica de Alemania, en concreto de Bonn y vamos a

intentar calcular el drea de la zona superior de la casa. Imagen del Banco
de datos del ITE.

Si el propietario de la casa quiere determinar el drea que tiene el triangulo superior, por ejemplo para pedir
un presupuesto para pintarlo, tendria dificultad para determinarla. Sin embargo, podemos ayudarnos de las
integrales y del analisis para determinarlo.

Gracias a una aplicacion informatica, podemos apreciar que una parte
del tejado corresponde con la funcion y=1,75x (recta roja) y otra por
la funcidon y = -1,75x+7 (recta azul). La pregunta que nos hacemos
es cdmo calcular el area englobada entre las tres rectas.

Puedes apreciar que si calculamos el area entre la recta roja y la
recta que tiene por ecuacidon la coordenada x del punto de corte de
ambas, ya tendriamos calculada parte del area buscada. De forma
analoga actuariamos con la recta azul. Puedes verlo en dibujo
adjunto.

Por lo tanto, en primer lugar debemos determinar el punto de corte de las dos rectas y = 1,75x ey =
-1,75x + 7. Con un simple sistema de ecuaciones, obtenemos que la soluciéon se obtiene para x = 2. Asi,
integraremos la funciéon y = 1,75x entre [0,2] y la funcién y = -1,75x +7 entre [2,4] (el valor extremo es 4
ya que es donde la rectay = -1,75x +7 corta al eje X)

f 75z dot f (-1L755+7) dx=[1’ gx } +[_1’25$ +7xL =35+ (-14+28)—(-3,5+14)| ="
0 2

Por lo tanto podemos decir que el area de la zona superior de la casa es 7m?Z.

'

Inpportante —

Para calcular el area de la regién formada por dos funciones y el eje x, debemos:

@ Realizar un pequeiia representacién grafica de las funciones

© Determinar los puntos de corte de las funciones con el eje x
& Calrnilar Ine niintne de carte entre lac fiincinnec


http://recursostic.educacion.es//bancoimagenes/ArchivosImagenes/DVD17/CD02/29345__789_m_1.jpg
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o Fijar los intervalos de integracion.
¢ Determinar que funcién esta relacionada con cada intervalo e integrarlas en ellos.

— e T——

Ejercicr/o resuelto

Un cristalero pretende calcular el cristal necesario para
realizar una ventana.

Con su camara fotografica realiza una foto y finalmente
lo descarga en el ordenador.

Gracias a un programa, determina que las curvas que
generan la ventana son las rectas y = 2x e y = 4-(x-

2)2. ¢Cudl serd el area de la ventana indicada?

| Mostrar retroalimentacién |

La recta y =2x corta al eje x en el punto (0,0) y la curva y=4—(x—2)2 en (0,0) y
(4,0). Asi el intervalo donde integraremos sera el [0,4], pero {tenemos que dividirlo?
¢En cuantos subintervalos?

Para ello veremos el punto de corte de ambas funciones, resolviendo el sistema formado
por la curva y la recta, teniendo como resultado x = 0 (ya calculado previamente ) y
X=2.

Asi, calcularemos la integral entre [0,2] de la funcién y = 2x y la integral entre [2,4] de

la funcién y= 4_(3,;_2)2

2 4

y (z—2)° B 16 28

f2xdx+/[4—(x—2)2] dr = [x2]0+[4x— 3 L = 4+[(16—§)—(8)] = 4+§ =7
0 2

Corprueba o Jprercic/o

El famoso grafitero Vanski,realiza sus obras por
todo el mundo y tiene multitud de seguidores.
Entre las caracteristicas de sus graffitis
relacionados con las matematicas, cabe
destacar que el area que engloba en azul

siempre es 3 m2. ¢Puedes indicar si el graffiti
cumple esta cond|C|ones 0 podemos afirmar que
es una falsificacion?




La rama roja corresponde a la funcién y = -

x2+4x ,la verde a y = -x2+4 y la blanquecina a
y = 0.

O Efectivamente , el drea es 3

Imagen de elaboracidn propia O El drea es 1§0

O  El 4rea indicada es 2.
O Es imposible calcular el area.

| Solucién

i 1. Incorrecto

i 2. Opciodn correcta
i 3. Incorrecto

i 4, Incorrecto

Ejercic/io resuelto

Debido a intereses econdmicos, algunas
emisoras de television se han visto
obligadas a unirse para poder sobrevivir.
Como fusién de dos famosas emisoras, se
obtiene el resultado de Antena 5. Para
conservar el expiritu de ambas cadenas se
ha decidido fusionar los logotipos de ambas,
obteniendo el resultado que ves aqui.

y =-x+10x-21_F

El logotipo de la cadena de television
Antena 5, estd formado por figuras
geométricas. La figura, tal y como puedes
{ observar en el logotipo, estéd fomada por
— ¢ : . : —  trozos de rectas y parabolas. Indica el area
formada por la parte morada del logotipo.

| Mostrar retroalimentacion |

Si observas la imagen , observards que que el area que pretendemos calcular se
encuentra entre el punto x = 3 y otro que desconocemos. Ese punto desconocido es la

interseccion entre las funciones y = 2x-6 e y = -x2+10x-21. Resolviendo el sistema de

e



ecuaciones indicado e igualando las variables y llegamos a 2x-6 = -x?+10x-21. Por lo
tanto, obtenemos la ecuacién x2-8x+15= 0, cuyas soluciones son x=3 y Xx=5, que
formaran el intervalo donde vamos a integrar nuestra funcion.

¢Pero cual sera la funcidon a integrar? Como puedes apreciar en la imagen la funcidon y =
-x2+10x-21 es mayor en el intervalo [3,5] que y = 2x-6, por lo que tomaremos la
funcidon y = (-x2+10x-21)-(2x-6) = -x2+8x-15.

5 —y3 -
f -x%+8x—15 dx =TX+4x2—15x(enlre3y5) =( 1325+100—75)—(—9+36—45)=1,33
3

Corprueba o Jpreraic/o

Una productora de zumos ecoldgicos ha decidido modificar
la presentacion de su envase de tetrabrik. El modelo
elegido es el presentado en la imagen adjunta. Junto al
disefo del envase, la compafia también ha cambiado el
logo, formado por wuna combinacién de figuras
geométricas. La empresa fabricante de envases quiere
realizar un encargo de tinta amarilla para imprimir el logo,

pero necesita conocer cuantos cm? necesita por cada
envase.

Analizando el logo, aprecian que es el drea formada por
2

Imagen tomada y transformada del Banco ; . 5
de Imagenes del ITE. dos parabolas, la primera y = 2-x“ y la segunda y = X

como puedes apreciar en esta otra figura.

Indica, con la ayuda de las indicaciones dadas, el area de la zona amarilla que aparece en el
logo.

@ Sugerencia

O o
O 8
3
O 4
3
O 5
______ S
| Inténtalo de nuevo.
| Perfecto

| Inténtalo de nuevo

|
| TibkAmbala AAa rmiiAviA 1
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Solucion

1. Incorrecto
2. Opcidn correcta
3. Incorrecto
4. Incorrecto




—ie))
Y

3. Aplicaciones del calculo integral

éSon las integrales algo propio de las matematicas y la fisica? Obviamente no, multitud de procesos
relacionados con la naturaleza, el medio ambiente, la astronomia o incluso la economia son modelizados
gracias a las integrales.

Determinar el reparto de tierras para una herencia o el coste de un motor diésel son situaciones que
podemos resolver gracias a las integrales definidas. En este tema vamos a analizar algunas situaciones que
son susceptibles de ser resueltas con integrales.

Analicemos un problema concreto, el cual, en principio, no guarda relacion
con la integracion, como es determinar el caudal de un rio.

Una compafia de electricidad quiere realizar un estudio para construir una
central hidroeléctrica. Para ello, realiza estudios en varios rios, para
determinar aquel que mayor caudal tiene y asi maximizar los beneficios.
Tienen en cuenta que el caudal es la velocidad que lleva el agua de un rio,
por lo que el caudal en invierno serd mayor que en verano y la cantidad de
agua durante un periodo de tiempo sera el drea encerrada entre el eje X y
la curva del caudal en el intervalo de tiempo que consideremos.

Una de las opciones que estudia la compafiia es construir una presa con su
correspondiente central en el rio Andarax. Tras el estudio previo llegan a la
conclusion que el caudal, en miles de hectolitros y en funciéon del mes del

Imagen tomada del Banco de aﬁo, viene dado por f(t) — 2+2C05(%t)

Imagenes del ITE.

Analizan la cantidad de hectolitros que pasan durante todo el afo por el rio
y para ello calculan el drea encerrada entre el eje X y la funcién dada.

12
Calculan la siguiente integral definida [2+2COS(%):| dt = [2t+1}#‘n(?):| — 94 - Por lo tanto
0

i

pueden afirmar que por el rio Andarax trasncurriran 24000 hectolitros.

Como indicamos anteriormente, la integracidn serda una herramienta muy Util para muchas ramas de
conocimiento, como por ejemplo la economia. Los ingresos o los beneficios de una empresa o los costes de
un seguro de coche o del hogar pueden ser estudiados y calculados utilizando técnicas de integracion.

Un concepto utilizado en economia es el ingreso marginal, es decir, el ingreso que la compafiia percibe al
vender una unidad mas. Si la funcién de ingreso es conocido, podemos determinar los ingresos al vender
una determinada cantidad si determinamos el drea entre la funcidn de ingresos marginales y el eje X.

Ejercrc/o resuelto

La compafiia LumiLumi produce bombillas de alta potencia para la luces
de largo alcance de vehiculos de gama media. Una empresa dedicada a la

fabricacion de vehiculos le propone la construccién de 6000 bombillas de
tinn H4 v trac varine ectiidine lleaan a la canchicidAn aiie la fiincidn de +¥
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ingresos para este tipo de bombillas se corresponde con la expresion
e(@)=24747

Por motivos de stock, los directivos tienen que decidir si construir esta
nueva bombilla o seguir construyendo la bombilla X7, cuyos ingresos son .
de 10000 € por la fabricacién de 6000 bombillas. Indica cudl bombilla Bance de Imagenes
producird mas ingresos para la compafiia. del ITE.

Fotografia del

| Mostrar retroalimentacion |

Para determinar el ingreso en las ventas de la bombilla H4, tan solo debemos integrar la

funcion e(x) — 2+£L+1 .

6000

3 6000
/ (24757) d=[ 2543 In(|o-+1])]2*" = 12000+ Ln6001 212009
0

Ej/ercic/o resuelto

\
M“\ero Algunas compafiias, como por ejemplo las dedicadas a la
explotacion de minas, no se vuelven rentables al
transcurrir los afos. Aqui los ingresos van
disminuyendo, ya que el material extraido disminuye
con el paso del tiempo y los costes se van
incrementando, ya que se dificulta la extraccion de
material. La funcién que nos indica el beneficio en un

momento puntual esy = 16 -x2 donde x corresponde a
los afios transcurridos desde la inauguracién y f(x) los
beneficios obtenidos en cientos de miles de euros.

Imagen del Banco de Iméagenes del ITE. Determinar en primer lugar el momento en el que los
beneficios se hacen nulos y las ganancias obtenidas
desde la inauguracion hasta ese momento.

| Mostrar retroalimentacion |
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En primer lugar debemos determinar el momento en el que la funcién se convierte en

nula. Resolviendo la ecuacién 16-x2 = 0, podemos determinar que en el cuarto afio el
beneficio es cero.

Para determinar el beneficio total, integraremos entre 0 y 4 la funcién de beneficios.
4

4
13 64 128
/ (16—t2) dt = [lﬁt—g]o = 64—? =3

Corprueba o Jprrercic/o

Una empresa de productos ecolédgicos es propietaria de
una finca donde producen melocotones durante todo el
ano. Obviamente, en los meses de inverno, la
produccion sera menor que en los meses de verano, ya
gue el melocotonero es un arbol que produce su fruta
en mayor medida en los meses de Junio y Julio. La
funcidon que regula la produccion de melocotones es

Yy =2—Cos ‘%—W , donde x representa el mes del afio

y la variable Y, las toneladas recogidas_ Fotografia obtenida del Banco de Imagenes
del ITE.

Determina el total de melocotones que se producen en un afio.
() Sugerencia

O o

O 6

O 12

O 24

| Inténtalo de nuevo
| Inténtalo de nuevo
| Inténtalo de nuevo
| Perfecto!!!
| Solucién
1. Incorrecto
i 2. Incorrecto :
i 3. Incorrecto :
i 4. Opcion correcta :
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4. Especial Selectividad

Ejercricrio reswuelto

Calcula F’(t) .

T
Sea la funciéon & [5 _|.00) — R definida como F(x) f\/1+e dt

| Mostrar retroalimentacion |

|guaI al integrando.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

S| aplicamos el teorema Fundamental del Calculo sabemos que la derivada de F(x) es

........................................................................................................................

Ej/ercricro reswuelto

T

F(:c):fcoszt dt
Sea la funcién
intervalo [0,27F]

| Mostrar retroalimentacion |

Halla los posibles extremos de dicha funcion en el

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Como f(x) = cos? x es continua en [0, 2], podemos aplicar el teorema funda-
F'(x) = cos?

mental del cilculo, y asi obtenemos la primera derivada de la funcién F(x)

Ejercricrio reswuelto

H2

_/.sen(\ff)dx




Calcula g haciendo el cambio & —=1+¢ .

| Mostrar retroalimentacion |

Como el cambio es \/; =t, vamos a calcular los nuevos limites de integracion.
Si x=n’ :>\/F:r:>t:n
Six=0=,/0=r=7=0

Vamos a calcular cuanto vale dx:

Ji=t=—tdv=di= de=2edr

N

Hacemos la integral por partes. Sustituyendo, nos queda:

I 2t-sentdt = [—Zr cost+ 2J‘costdt} = [—2r cost+2sen r] ;‘ =(—2mcosm+2senm)—(2sen0)=2n
0

u=2t; du=2dt
dv=sentdt: v=—cost

Reflexiona

1
Calcula fm .
A V1—zx2

Sugerencia: haz el cambio de variable 1-x2=t2

| Mostrar retroalimentacion |

El valor de esa integral es 2/3.

Ej/ercricro reswuelto




0
‘/52+2x 3

Calcula —

| Mostrar retroalimentacion |

Calculamos las raices del denominador: x> +2x—-3=0=x=1: x=-3
Descomponemos en fracciones simples:

1 4 N B A(x+3)+B(x-1)
X' +2x-3 x-1 x+3 (x=D(x+3)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular 4 y B
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores.

x:1:>1=4A:>A=i

x:—3:>1:—4B:>B:—%

Con lo cual:

0 0 0 .
I %dx:i_[ ! dx—%j‘ idezi[hl(x—l)]_ol—%[hl(x+3)]_02=—%

o, ¥ +2x-3 ,x=1 X

Ejercic/io resuelto

La grafica de la funcidn f de la figura corresponde a una funcion polinédmica de grado 2.

9

6/v =1f(x)

(1) [1'5 puntos] Determina una expresion algebraica de la funcién f.
(2) [1 punto] Calcula el area de la region sombreada.

| Mostrar retroalimentacion |

(1) Sabemos que la funcidén f(x) es una parabola cuyo vértice es (6,0). Entonces, si la
funcion tiene el vértice en 6, se verificara que §— E—b , donde la ecuacion de la funcién
a

serd ax?+bx+c. Si la funcién pasa por el punto (0,9), sustituyendo obtenemos

a*02+b*0+c=9, por lo que c= 9. Por Ultimo sabemos también que la funcién pasa por el
punto (6,0).




: De forma andloga a*36 + b*6 + 9 = 0, con lo que tenemos un sistema de ecuaciones de :
,dos ecuaciones con dos incégnitas b = -6a y 36a+6b= -9. Resolviendo el sistema se :

i calcula, obtenemos g4 =% , b=-3yc=9.
(2) Sabemos que la recta que define el area pasa por los puntos (6,0) y (0,9), por lo que
i la recta referida sera y= —%4'3—1—9 . Asi, el area engendrada por ambas funciones sera |
L6 6 |

/ x+9) (43:2 3z49)dz = /—}lx2+%x de=(- :1.r23+3.':2)|6 =9

________________________________________________________________________________________________________________________

Ejercicrio resuelto

Dibuja y calcula el area del recinto limitado por la recta y+x = 0 y la curva de ecuacion y =
2
+ 4x + 4.

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

La representacion grafica de la recta y la parabola es

Para determinar el drea, debemos calcular en primer lugar los puntos de corte de ambas

'funC|ones resolviendo el sistema y+x=0,y = x2 + 4x + 4 obtenemos como soluciones
i Xx=-4, x=-1.

: En segunda lugar integraremos la funcion (-x)-(x2 + 4x + 4), ya que, en el intervalo
! indicado, la funcién y = -x es mayor que y =(x2 + 4x + 4)

. —1
. /(—x—(x2+4x+4)) dxzf ri-b5r—4dr= (_:.r_3_5_:r2_4x)|_ =%




________________________________________________________________________________________________________________________

Ejercicio resuelto

EJERCICIO

(@) [1 punto] Dibuja el recinto limitado por la curva y=9—a:2 , la recta tangente a esta
curva en el punto de abscisa x = 1 y el eje de abscisas.

(b) [1'5 puntos] Calcula el area del recinto considerado en el apartado anterior.

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

(a) Calculemos en primer lugar la recta tangente en el (1,f(1))= (1,2)

La derivada de la funcién dada es f’(x)=T1x , por lo que la pendiente de la recta !

—

: tangente serda _= . Imponiendo que pase por el punto (1,2) obtenemos que la recta es !

i  B—gx 2
Y= 9

(0)

Corprueba o Jprrercic/o

Calcula el valor de ¢ , positivo, para que el area encerrada entre la curva y=ax—x2
y el eje de abscisas sea 36.

O a=0
O a=-36
O o=6

~ 4



i Inténtalo de nuevo
e ’i
Perfecto. Has debido plantear la ecuacion / (ax—xz)d;p =36 .
e O :
| Piensalo de nuevo.
| Solucién
| 1. Incorrecto :
| 2. Incorrecto :
i 3. Opcidn correcta :
i 4. Incorrecto :

Ejercicio resuelto

Considera las funciones f, g, funciones reales f(x) = 6 — x2, g(x) = |x|, con x real
(a) [1 punto] Dibuja el recinto limitado por las graficas de fy g.
(b) [1'5 puntos] Calcula el drea del recinto descrito en el apartado anterior.

| Mostrar retroalimentacién |

(b) Determinemos el area ubicada entre x= 0 y el punto de corte de la parabola con la
recta en la parte positiva y multipliquemos por 2 dicha cantidad.

Para determinar el punto de corte, resolvemos 6-x2=x, cuya solucion positiva es x=2.

2
. - . [ .3 =202 ng




j (6—zid—z)dr= I_Gx_%_“?')JO =
0

Multiplicando por 2, al ser la funcién simétrica respecto al eje y, obtenemos 52

Rl 1]




Resumen

[mportante

intervalo, en el que se verifica.

Consideremos una funcion f(x) continua en el intervalo [a,b], existe un punto c, interior al

el punto intermedio c.

b
1) dz= s0)(5-0)

I—

La igualdad anterior equivale a decir que el valor de la integral definida coincide con el area
de un rectangulo de base la amplitud del intervalo y cuya altura es el valor de la funcion en

Este resultado se conoce como TEOREMA DE LA MEDIA o del Valor Medio.

[mportante

La derivada de la funcion integral es igual a la funcion integrando.

funcién integral es unaaprimitiva de la funcién f(x).
I——

i
Es decir, si F(x):/f(t) A4+ entonces Ff(x)zf(x) . Esto equivale a decir que la

Este resultado se conoce como Teorema Fundamental del Calculo.

[rportante

REGLA DE BARROW

Sea f(x) una funcion definida en el intervalo [a,b] y sea F(x) una primitiva de dicha funcién.
Se verifica que la integral definida, entre a y b, es igual a la diferencia de la funcién
primitiva en los extremos del intervalo. Es decir,

b
[#@) 4z =P)-F@



/rporiante

Si f(x) es una funcién positiva en el intervalo [a,b], el area encerrada por la curva f(x) y el

b
eje x es la integral ff(x) dr
a

T— —

/rporiante

Para calcular el area comprendida entre el eje x y la funciéon f(x) en el intervalo [a,b]

@ Se determinan las soluciones de la funcion f(x)=0 y se toman las que se
encuentren en el intervalo [a,b], por ejemplo cy d

@ Se descompone el intervalo [a,b] en varios intervalos [a,c],[c,d] y [d,b]

Calculamos la integral en cada intervalo y tomamos el valor absoluto.

@ Finalmente, sumamos las cantidades para obtener el area final

(]

/rrporcance

Para calcular el area de la region formada por dos funciones y el eje x, debemos:

Realizar un pequena representacién grafica de las funciones

Determinar los puntos de corte de las funciones con el eje x

Calcular los puntos de corte entre las funciones.

Fijar los intervalos de integracion.

Determinar que funcidn esta relacionada con cada intervalo e integrarlas en ellos.

oo

En la siguiente presentacion puedes ver un resumen de todo lo visto en este tema.
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