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1. Experimentos aleatorios
¢Qué tal vamos?
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Ya hemos pasado el ecuador de este curso y preparate para lo que ahora viene

Matematicas como es el del azar, la probabilidad y la estadistica

iADELANTE!

Nos olvidamos un poco de matrices, funciones, derivadas y entramos en un mundo apasionante de las
I

Dejamos a nuestros amigos de la finca "La Alfonsita" y nos apuntamos a la pena "Los improbables
donde conoceremos a M.2 José, compafiera de Alba en la Universidad de Nogara
quiniela, sepamos que posibilidades tenemos de que nos toque

¢Estas preparado? (Estas preparada?

con la que

aprenderemos un montdon de probabilidad para que cuando compremos un cupdon o echemos una
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http://www.flickr.com/photos/atalaya/43840051/
http://www.flickr.com/photos/hombredhojalata/4983622186/
http://www.flickr.com/photos/marionzetta/2931299914/
http://www.flickr.com/photos/kainita/3108044163/
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A nuestro amigo Gonzalo de la pefia "Los improbables", ademds de gustarle los juegos de azar, le
encanta la pintura. Y aunque no te lo creas, a veces hace unas laminas casi de profesional.

El tiene claro que si en su paleta mezcla los colores blanco y negro, obtiene tonalidades grises y que
experimentando con otros colores en las proporciones adecuadas, puede conseguir el color y la
tonalidad deseados.

Mezclar colores es un experimento en el que puede conocerse de antemano el resultado.

Sin embargo, situaciones como lanzar un dado, saber quién va a ganar en el partido de futbol F.C.
Barcelona - Real Madrid, averiguar qué nimero estd pensando una persona, extraer cartas de una
baraja espafiola, girar una ruleta, etc., son fendmenos o experimentos de los que no sabemos cual va a
ser su resultado ya que se dan en situaciones de azar. Por eso se denominan experimentos
aleatorios.

En este tema repasaremos todo lo que viste el curso pasado de Azar y Probabilidad

- Curiosiclac!

El término aleatorio, proviene del latin alea, que significa dado, suerte o azar.

La palabra azar proviene del vocablo arabe zahr, que significa flor.



http://www.flickr.com/photos/wiros/1795139798/

Imagen de Luciano Meirelles bajo licencia
Creative Commons

Imagen de Kjunstorm bajolicencia
Creative Commons

—

[rpoortante

Los fenémenos o experimentos que dependen del azar se llaman fenémenos o

experimentos aleatorios.

Los fendmenos o experimentos en los cuales los resultados producidos se pueden
conocer de antemano se llaman fenémenos o experimentos deterministas.

I — e
Corprueba o grrerdic/o
Sefiala aquellos fendmenos o experimentos que sean aleatorios.
a) Averiguar cudl serd el proximo dia que habra luna llena
b) Predecir el nUmero de personas que acudiran al Barca-Madrid

c) Averiguar el color de una bola al sacarla de una bolsa donde hay bolas de

distintos colores

d) Saber el resultado al lanzar un dado cubico con sus caras numeradas del 1 al 6.

Solution
1. Incorrecto

2. Correcto
3. Correcto
4. Correcto



http://www.flickr.com/photos/luciano_meirelles/467344930/
http://www.flickr.com/photos/kjunstorm/1562198683/




1.1. Sucesos aleatorios
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Por ejemplo si lanzamos una moneda al aire 10 veces (o 10 monedas a la vez)..Qué niumero promedio
de caras esperas obtener?

Si cada alumno elabora una tabla con el nimero de caras que ha obtenido al realizar la experiencia en
repetidas ocasiones, se puede llevar a cabo un recuento de los resultados de la clase.

Si en la clase se ha realizado la experiencia un total de doscientas veces, por ejemplo, se puede
obtener la misma distribucién lanzando, por un aparato de Galton con diez filas de clavos,
doscientas bolitas.

Este experimento de dejar caer las bolas por esta maquina llamada "Maquina de Galton" es un
experimento aleatorio.

El trayecto seguido por cada bolita representa los diez resultados al lanzar la moneda diez veces. Las
doscientas bolitas representan otras tantas realizaciones de la experiencia.


http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_tofv39/MA1_U5_T1_Contenidos_1920_v01/5210989753_e3c5677197.jpg
http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_tofv39/MA1_U5_T1_Contenidos_1920_v01/5210988745_1535599168.jpg
http://www.flickr.com/photos/matesymas/5210989753/
http://www.flickr.com/photos/matesymas/5210988745/
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En el siguiente video se muestra como funciona la maquina de Galton.

N

Inportante —

En la escena anterior, los resultados que podemos esperar son que la bola caiga en A, B,
C,D,EoF

A este conjunto de resultados que se obtienen en un experimento aleatorio es lo que se
llama Espacio muestral y se representa por la letra E.

En este ejemplo de la maquina de Galton, E={A,B,C,D,E,F}

I— L —

En el ejemplo anterior de la maquina de Galton, podemos considerar algunos subconjuntos de E, como
por ejemplo:

@ Caer la bola en una esquina: P={A,F}.

@ Caer la bola en el centro: Q={C,D}.
@ Caer la bola en una posicidon par: R={B,D,F}.

Irnportante —

A cada uno de estos subconjuntos del espacio muestral se les [lama suceso aleatorio.

Al conjunto de todos los sucesos que ocurren en un experimento aleatorio se le llama
espacio de sucesos y se nombra con la letra S.

I L


https://www.youtube.com/watch?v=vbxbgyRo7YI
https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/sample-space

Ejemplos de espacios muestrales:

1. Una bolsa contiene bolas blancas y negras. Se extraen sucesivamente tres bolas.

m
1l

{(b,b,b}: (b,b,n}; (b,n,b); (n,b,b); (b,n,n); (n,b,n); {(n,n ,b); (n, n,n)}

2. El suceso & = {extraer tres bolas del mismo color}.

A {(b,b,b); (n, n,n)}

3. El suceso B = {extraer al menos una bola blancal}.

B= {(b,b,b}; (b,b,n}; (b,n,b); (n,b,b); (b,n,n); (n,b,n); (n,n ,b)}

4. El sucesc C = {extraer una sola beola negral.

¢ = {(b,b,n); (b,n,b); (n,b,b)}

Corprueba o Jrreraic/lo

Accede a la siguiente animacion de una carrera
de camellos elaborada por Ana Garcia Lépez y
Manuel Martinez Diaz.

En la parte superior tienes que escribir el
nimero del camello que crees va a ganar,
después pulsa en "Comenzar Carrera", en la
parte inferior derecha.

Lanza los dados y el camello que lleve el
namero que resulte de la suma obtenida, se
movera una casilla.

Después de la carrera, contesta con verdadero
o falso a las siguientes cuestiones.

Imagen de Saharauiak bajo licencia Creative
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CARRERA DE CAMELLOS

Este experimento es aleatorio.
() Sugerencia

O Verdadero © Falso

| Verdadero
i El resultado depende del azar.

El espacio muestral es E={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
() Sugerencia

© Verdadero © Falso



http://www.flickr.com/photos/sahara/464232353/in/photostream/
http://www.matemath.com/
http://www.matemath.com/azar/flash/camellos.html

Falso
i La suma de dos dados nunca puede ser 1.

El suceso aleatorio salir nmero primo es P={2,3,5,7,11}
) Sugerencia

© Verdadero © Falso
' Verdadero
El nimero 1 no se considera nimero primo ni compuesto por convenio.
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1.2. Compatibilidad de

sSucesos. Sucesos
elementales y compuestos
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Los caballos purasangre cabalgan por las playas...

Habia amanecido un domingo soleado y M.2 José, la profesora de la Universidad de Nogara, llamé a sus
amigos Gonzalo y Blanca para ir a ver una carrera de caballos en la playa de Sanlicar de Barrameda, en
Cadiz.

Gonzalo y Blanca se quedaron un poco extraflados de que hubiera carreras en la playa, pero cuando
llegaron quedaron alucinados con el ambiente que alli habia.

Imagen de Mates y Mas bajo licencia Creative Commons
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Una vez en la playa decidieron hacer una apuesta y como habia 9 caballos y no entendian mucho
decidieron tirar dos dados cubicos numerados del 1 al 6 y sumar los resultados obtenidos, sin considerar
resultados mayores de 9.

En un dado salié el 5 y en el otro el 2, con lo que apostaron por el caballo n.2 7 que se llamaba
ACCOMPLISH.

Cuando terminé la carrera, se llevaron una gran decepcidn porque el caballo ganador fue EUROBETIS.

M.a José les dijo que aunque hubieran tirado muchas veces el dado, nunca hubieran ganado la apuesta
ya que el caballo que habia ganado tenia el nUmero 1, y es imposible que si sumamos el resultado de
dos dados, consignamos el niumero 1, es decir, el suceso I={1} en el experimento aleatorio lanzar dos
dados y sumar sus resultados se llama suceso imposible.

También les dijo que los sucesos que estaban formados por un Unico caballo, se llamaban sucesos
elementales y que el formado por todos los caballos se Ilamaba suceso seguro.

Si hubieran decidido apostar por un caballo de origen francés, tendrian que haber considerado el suceso
formado por los caballos n.2 5, 6 y 8, es decir, un suceso formado por mas de un suceso elemental F=
{5,6,8}, o lo que es lo mismo un suceso compuesto.

Blanca le pregunt6 a M.2 José que si hubiera apostado por un caballo que no fuera francés, cual hubiera
sido el suceso que tendria que haber tomado y M.2 José le dijo que seria el suceso contrario y se
representaria por:

F={1,2,3479} .

Con tanto hablar de matematicas, se les habia olvidado que era la hora de comer y se fueron
rapidamente para disfrutar del "pescaito" de la ciudad.

En este enlace puedes realizar el experimento aleatorio de lanzar dos dados e indicar que sucesos
ocurren o no, segun el resultado.

Ejerc/c/o resuelto

Después de una copiosa comida, nuestros amigos fueron a tomar café a la casa de una
amiga de M.2 José y de paso echar una partidita al bingo, ya que como sabéis, una de
sus pasiones son los juegos de azar.

Gonzalo tomd el carton A, Blanca el B y M.2
José el C.

Imagen de kainita bajo licencia Creative
Commons

La amiga de M.2 José empieza a mover el bombo de loteria y va sacando bolas. Al cabo
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http://recursostic.educacion.es/secundaria/edad/1esomatematicas/1quincena12/1q12_ejercicios_resueltos_3a.htm
http://www.flickr.com/photos/kainita/3108044163/

ae url uermnpo, QorliZdio, bidiicd y M.* JOSE Lueriern casi COITIpIeLus sus carwornes, pero id
pregunta es:

a) ¢Pueden cantar Gonzalo y Blanca "Bingo" a la vez?
b) ¢Y Blanca y M.2@ José?

c) ¢Y Gonzalo y M.@ José?

Razona tu respuesta.

¢Te acuerdas como se llamaban este tipo de sucesos que podian ocurrir a la vez y los
gue no podian ocurrir a la vez?

IMostrar retroalimentacion|

a) Gonzalo y Blanca no podran cantar "Bingo" a la vez porque sus cartones no tienen
ningun ndmero en comun.

b) Blanca y M.2 José tienen en comun los nimeros 38 y 84, por lo que si completan
todo el cartén menos alguno de esos numeros, cantaran a la vez "Bingo".

c) Lo mismo ocurre con Gonzalo y M.2 José ya que tienen en comun los numeros 10,
30, 72 y 89.

El curso pasado estudiaste el nombre estos sucesos.

Los sucesos de que cante "Bingo" Gonzalo y cante "Bingo" Blanca a la vez, se llaman
sucesos incompatibles, porque no pueden ocurrir a la vez.

Los sucesos de que cante "Bingo" Blanca y cante "Bingo" M.2 José a la vez, se llaman
sucesos compatibles, porque pueden ocurrir a la vez. Lo mismo ocurre con Gonzalo
y M2 José.

1
1
1
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Irpoortante —

Dos sucesos son compatibles cuando pueden
ocurrir a la vez. Cuando no pueden darse al
mismo tiempo, se denominan incompatibles.

Ejemplo:

Experimento aleatorio: Extraer de una baraja
espafiola una carta al azar.

Suceso A = "Obtener un oro"

Suceso B = "Obtener una figura"

Imagen de GViciano bajo licencia Creative
Commons

A y B son compatibles porque puedo sacar la
sota, el caballo o el rey de oros.

Si el suceso B hubiera sido "obtener un bastos", A y B serian incompatibles.



http://www.flickr.com/photos/gviciano/3543021627/

Todos los sucesos de un experimento aleatorio
pueden obtenerse a través de otros mas
simples llamados sucesos elementales o
casos posibles, que estan formados por un
solo resultado del experimento.

A estos sucesos formados por mas de un suceso
elemental se llaman sucesos compuestos.

Los sucesos elementales son
incompatibles.

Los casos posibles que favorecen la obtencion
de un suceso dado se denominan casos

Imagen de sergis blog bajo licencia Creative favorables para este suceso.
Commons

Ejemplo:
Experimento aleatorio: Lanzar un dado cubico numerado del 1 al 6.

A1="Que salga el 1"
A>="Que salga el 2"
A3="Que salga el 3"
A4="Que salga el 4"
As="Que salga el 5"
As="Que salga el 6"

Al lanzar un dado siempre ocurre uno de estos sucesos. Ademas, dos de ellos no pueden
darse a la vez. Se llaman sucesos elementales o casos posibles.

Si tenemos el suceso B="Obtener un nimero menor que 3", se obtiene con A; y Ay. Se
dice que B es un suceso compuesto y que A; y A, son los casos favorables a dicho
suceso.

Corprueba o grrerdic/o

Contesta si cada uno de estos sucesos es elemental, compuesto, seguro o
imposible.

El experimento es que sale una papeleta premiada de una rifa con papeletas humeradas
del 1 al 100 y los sucesos son:

A="he comprado los nimeros que acaban en 0"

B=" no he comprado papeletas"

C="he comprado los nimeros que son multiplos de 5"
D="he comprado todas las papeletas"

E="he comprado los nimeros que no acaben ni en 0 ni en 5"

F="he comprado la papeleta con el nimero 24"

A es un suceso | | .

B es un suceso | |

C es un suceso | | .



http://www.flickr.com/photos/srgblog/777866619/

D es un suceso .

E es un suceso | | .

F es un suceso | .

Escribe si son compatibles o incompatibles:

Ay C son sucesos | .
Cy E son sucesos | |.
Cy F son sucesos | |




1.3. Algebra de sucesos

Imagen de Chesi bajo licencia Creative Commons

No te asustes que no vamos a ver sangre ni vamos a hablar de hospitales y médicos.
En este apartado repasaremos las principales operaciones matematicas (no médicas), entre sucesos.

Recuerda que el curso pasado estudiastes la union, interseccién y diferencia de sucesos. Aqui vamos

recordar este tipo de operaciones.

[mrportante

aleatoria:

@ Son incompatibles.

Ejemplo:

Experimento aleatorio:
Imagen de Carlos Urzua bajo licencia Creative dado.
Commons

Sucesos:

A="Obtener un nimero impar".

B="Obtener un numero par".

Recuerda que dos sucesos A4 y A son
contrarios cuando al realizar una experiencia

& Se obtiene siempre uno de los dos.

El suceso seguro & vy el suceso imposible
son un ejemplo de sucesos contrarios.

Lanzamiento de un

A y B son incompatibles, pero siempre se da uno de los dos. A y B son sucesos

contrarios.
Si los sucesos son:

A="Obtener un niumero mayor que 0".

B="Obtener un niumero menor que 0", el segundo no puede darse nunca, mientras que

el primero se da siempre.

T—

Ejercicio resuelto

-



http://www.flickr.com/photos/pimkie_fotos/2753339970/
http://www.flickr.com/photos/carlografia/3744685594/

Después de la partida de bingo de nuestros
amigos, empezdé una de dados, donde se
apostaban quién pagaba la cena.

El experimento consistia en lanzar un dado
y anotar el resultado, y los sucesos eran los
siguientes:

A="Salir un numero impar" (ganaba
Gonzalo).

B="Salir un numero primo" (ganaba
Blanca).

C="Salir un divisor de 6"(ganaba M.2 José).

D="Salir un multiplo de 4" (ganaba la
amiga de M.2 José).

a) ¢Cudles son los elementos del suceso |Imagen de Gato Azul bajo licencia Creative Commons
donde ganan Gonzalo o Blanca?

b) ¢Cuales son los elementos del suceso donde ganan M.2 José o su amiga?

c) éCudles son los elementos del suceso donde ganan Gonzalo y Blanca?

d) éCudles son los elementos del suceso donde ganan M.2 José y su amiga?

e) éCudles son los elementos del suceso donde gana Gonzalo y no gana Blanca?

f) éCudles son los elementos del suceso donde gana Blanca y no gana M.2 José?

IMostrar retroalimentacion|

Tenemos los siguientes sucesos:
A={1l315}l B={21315}I C={11213I6} y D={4}'

a) Para que gane Gonzalo o gane Blanca, se tiene que realizar el suceso A o el suceso
B. Este nuevo suceso se llama suceso union de Ay By se representa 4| B .

Este suceso unidon estd formado por los nimeros impares y los nimeros primos,
AUB = {1,2,3,5} .
b) El suceso donde ganan M.2 José o su amiga sera U1} = {1,2,3,4,6} .

c) Para que ganen Gonzalo y Blanca, tienen que realizarse a la vez los sucesos A y B.
Este nuevo suceso se llama suceso intersecciéon de Ay By se representa AN B .

Este suceso interseccién estd formado por los nimeros impares que a la vez son

primos, AMB = {3,5} .

d) En este caso, nunca podran ganar a la vez M.2 José y su amiga ya que C y D son
sucesos incompatibles y por lo tanto CND =1 .

e) Para que gane Gonzalo y no gane Blanca, se tiene que realizar el suceso A y no se
puede realizar el suceso B. Este nuevo suceso se llama suceso diferenciade AyBy
se representa 4— 2.

Este suceso diferencia estd formado por los nimeros impares que no son primos,
A-B=A1}"-
f) En este caso B ={5} -



http://www.flickr.com/photos/gatoazul/211314439/

Reflexions

En la pagina del proyecto ed@d (Ensefianza Digital a Distancia), tienes varias actividades
donde puedes practicar con las operaciones entre sucesos. Haz clic en la siguiente
imagen y elige la opcién de "Espacio muestral y sucesos".

elige opcion -

elige opcion

Espacio muestral y sucesos
Regla de Laplace

Propiedades de la probabilidad

IMostrar retroalimentacion|

! Haz clic en el botén que te aparece en la parte inferior "VER LA SOLUCION".

Llamamos suceso unién de A y B al que se produce cuando se realiza A o B. Se
representa por Al IR .

Llamamos suceso interseccion de A y B al que se produce cuando se realizan
simultdneamente los sucesos A y B. Se representa por 48 .

Llamamos suceso diferencia de A y B al que se produce cuando se realiza el suceso A
pero no se realiza el B. Se representa por A— B .

Existen dos leyes que son muy Utiles a la hora de operar con sucesos contrarios; las
leyes de De Morgan:

1.- El suceso contrario de la uiién_de dos sucesos es la interseccion de sus
sucesos contrarios: Al 1B = A8 .

2.- El suceso contrario de la in_ters_eccién de dos sucesos es la union de sus
sucesos contrarios: A B = AR .

E/ercic/o reswuelto

Comprueba que se cumplen las leyes de Morgan con los sucesos de la partida de dados
de nuestros amigos.



http://recursostic.educacion.es/secundaria/edad/#
http://recursostic.educacion.es/secundaria/edad/3esomatematicas/3quincena12/3quincena12_ejercicios_1b.htm

Comprueba que se cumplen AJB=ANEB v CND=cUD -

[Mostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

AUB={1235} AUE={46)
A={46)}, B={146}  AnB={45}

cND=0, CND={1,23/4,55}=E
 C={45)} D={,2356}, CUD={123456}=E

Probabilidad con dados y espacio muestr...



https://www.youtube.com/watch?v=S2-4y7en7TA
https://www.youtube.com/channel/UCvYgy9xNtl7jeJAdzppgK8g
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profesor a quién algunos calificaron como “el Euclides
del Algebra”, ya que pretendia sistematizar los
contenidos de esta rama de las matematicas para
conseguir algo similar a "Los Elementos de Euclides".

De Morgan fue tutor de Lady Ada Lovelace, amiga de su
esposa Sofia e hija de Lord Bayron.

Se cuenta que Babbage, Ada y De Morgan formaron una
sociedad de apuestas en las carreras de caballos
convencidos de que sus conocimientos sobre
probabilidad les servirian para ganar el suficiente dinero
para financiar la maquina para calcular que habia
disefiado Babbage. Al poco tiempo se convencieron de
gue no podian controlar con la probabilidad los caballos que iban a ganar.

Imagen de Wikimedia Commons

Escribié libros sobre varios temas, aritmética, algebra, analisis, l6gica, siendo esta Ultima
el campo en el que mas sobresalid.

Una de sus grandes aportaciones, son las leyes que llevan su nombre y que acabamos de
ver en este tema.

De Morgan también estuvo interesado en la historia de las matematicas y era un
apasionado, como el que os escribe, de los acertijos matematicos, llegando incluso a
escribir algun libro sobre el tema.

En uno de sus acertijos decia De Morgan que él tenia x afios en el afio x2.

éSerias capaz de averiguar cuantos aifos tenia y en qué afo, sabiendo que nacid
en 1806 y murié en 18717

P" —'—


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:AugustusDeMorgan.png
http://es.wikipedia.org/wiki/Ada_Lovelace
http://es.wikipedia.org/wiki/Charles_Babbage

w—iai)

2. Probabilidad de un suceso 3r-| e

[

El problema de Monty Hall esta inspirado en el concurso televisivo estadounidense Let's Make a Deal
("hagamos un trato"). El problema se conoce con el nombre del presentador de aquel concurso: Monty
Hall.

En el siguiente video de un capitulo de la serie de television Numb3rs, puedes ver de qué trata este
problema.

Ahora nuestra pregunta es: ées mejor cambiar de tarjeta o seguir con la que habia elegido
inicialmente?, édonde tengo mas probabilidad de quedarme con el coche?

Numb3rs - Juego matematico

En la siguiente escena de GeoGebra creada por José Luis Alvarez Garcia y Rafael Losada Liste puedes
simular tres posibles alternativas: mantener siempre la eleccion inicial, cambiar siempre la eleccién
inicial o elegir al azar si mantenemos la puerta elegida o cambiamos.

Haz clic en la imagen.

TU FREMSO ES_.

@ =

A [ ] 4

Frimpry E@arien

Eaada aign s



http://procomun.educalab.es/es/ode/view/1416349676333
https://www.youtube.com/watch?v=pqJBTWoIkbA
https://www.youtube.com/channel/UC2dLIR3WcrNRhAZCPpT4iyg

2.1. Ley de los grandes nimeros

w—iai)
LW
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Imagen de Cirofono bajo licencia Creative Commons

En el juego anterior hablamos de qué tarjeta elegir para que tuviéramos mayor probabilidad de ganar
el coche.

Recuerda del curso pasado que la probabilidad de que ocurriera un suceso se media con un numero
comprendido entre 0 y 1, que si estaba cerca de 1 era mas probable y cerca de 0, menos probable.

En la partida de dados de nuestros amigos de la Pefia "Los improbables", M.2 José era la que tenia mas
posibilidades de ganar (mayor probabilidad), seguramente porque era la matematica y jugaba con
ventaja, y la amiga de M.@ José era la que tenia mas probabilidad de perder.

Gonzalo y Blanca tenian las mismas posibilidades, aunque menor que M2 José.

¢Por qué crees que ocurria esto?

Espero que a partir de ahora, si todavia no te has dado cuenta, seas consciente de lo importante que es
saber matematicas, al menos para que no te tomen el pelo.

{ \

|~ /mportate ot

Recuerda que llamamos probabilidad de un suceso A, al nivel de certeza que tenemos
de que ocurra dicho suceso y esto se mide con un nimero comprendido entre 0 y 1.

Menos probable

| l |
— 1 |
Impozible Probable ol 50% Semurn

Imagen de Juan Pérez Rosales bajo licencia Creative Commons

— —

Volvamos a la partida de dados de nuestros amigos.


http://www.flickr.com/photos/ciroduran/2231438279/
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/Azar_y_Probabilidad_jpr/lasmonedas.htm

En la siguiente escena de GeoGebra creada por José Luis Alvarez Garcia y Rafael Losada Liste, puedes
hacer una simulacién del lanzamiento de mil dados cubicos con nimeros del 1 al 6, o lo que es lo mismo
el lanzamiento de un dado mil veces.

Practica con ella e intenta responder a la pregunta que te hacia al principio de este apartado, sobre la
probabilidad que tenia cada jugador de ganar.

Haz clic en la imagen.

Frie | Endcsberpdes de ton oekimne
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Ohserve &l pegueto cusdf ade &0 b eFagueha inferie
derache del rectanguas sl

Arraibia eue dwadrade havke la clde &

] g lEciDiE|®ID 1]

RO R

i Ermata * = @ = Comanie .

Ej/erc/c/o resuelto

Supongamos que tomamos los resultados que
vienen en el ejemplo de la escena de GeoGebra
. anterior. En mil lanzamientos, estas son las
veces que han salido cada numero:

Ndmero 1 2 3 4 5 6

Namero de ;73186 (167|156 |171|147
veces

Si consideramos el suceso S="salir el 1"={1},
tenemos que ha salido 173 veces, o lo que es lo

Imagen de Rennett Stowe bajo licencia mismo, que su frecuencia absoluta es 173.

Creative Commons

Como hemos lanzado el dado 1000 veces,
tenemos que la frecuencia relativa de S es

_ 173 _
a) ¢Cual es la frecuencia relativa de "salir el 3"?
b) Si consideramos los sucesos de la partida de nuestros amigos:

A="Salir un numero impar" (ganaba Gonzalo); B="Salir un nimero primo" (ganaba
Blanca); C="Salir un divisor de 6"(ganaba M.2 José), D="Salir un multiplo de 4" (ganaba
la amiga de M.2 José).

¢Cudl es la frecuencia relativa de cada uno de los sucesos?

c) ¢Es cierto que M2 José tiene mas posibilidades de ganar?

d) En este caso, éitienen las mismas posibilidades Gonzalo y Blanca de ganar? éCuando
tendrian la misma posibilidad?



http://procomun.educalab.es/es/ode/view/1416349654777
http://www.flickr.com/photos/tomsaint/2987926396/

IMostrar retroalimentacion|

ra) [?)e la misma forma que con el 1, la frecuencia relativa de que salga el 3 es !
16 i

: - 1000= 0,167 -

17341674171 511 i
. b — :
) fA)="1000  =1006= 0,511 |
_ 1B6H1674171 524
[ (B)=""1000 = 1000 = 0:524 |
| 173+186+167+147 _ 673 |
1,©)= 1000 = 1000 = 0,673 |
= 156 |

fTI:D:l = 1000 = 0,156

:c) Como ves en los resultados, de mil tiradas, M.2 José gana mas veces, en 673
rveces y su amiga sélo en 156. !

ld) En este ejemplo Blanca ganaria mas veces que Gonzalo, pero sabes por el curso:
pasado que si lanzaramos el dado infinitas veces, la frecuencia relativa se convertiria i
; en probabilidad y los dos tendrias la misma, en este caso Ezl . ;

____________________________________________________________________________________________________________________

Irrporitante

Recuerda que llamamos frecuencia absoluta de un suceso S, y la representamos
f (S, al nimero de veces que ocurre dicho suceso.

Liamamos frecuencia relativa de un suceso S, y la representamos fTIiS:l
cociente de la frecuencia absoluta entre el nimero de veces, n, que se ha repetido eI

experimento, es decir fa(“g:' .
- it

Cuando el nimero de pruebas que hacemos de un experimento crece indefinidamente, la
frecuencia relativa de un suceso tiende a estabilizarse en un numero, que es la
probabilidad del suceso. Este resultado es lo que llamamos Ley de los grandes
nameros.

La probabilidad de un suceso S suele representarse por P(S) y tiene las siguientes
propiedades:

1. La probabilidad de un suceso es siempre un nimero comprendido entre 0 y 1:
0<P(S)<1.

2. La probabilidad del suceso seguro es 1 y la del suceso imposible es O:
P(E)=1, P(1)=0-

3. La suma de las probabilidades de los sucesos elementales vale 1.

4. La suma de un suceso y de su suceso contrario vale 1: PI:S —1—-P/g

5. La probabilidad de un suceso es igual a la suma de las probabllldades de los
sucesos elementales que lo forman.



{ 1
- Para saber m1as —

En el siguiente enlace puedes comprobar la Ley de los grandes nimeros y en la pestana
superior "Ejercicios" puedes practicar con problemas de probabilidad.
—--;_,.--"' _“M-‘-ﬂ

{ {

Importante —

Union de sucesos:
Si A y B son sucesos compatibles, la probabilidad de la unién es:

P(AUB)= P(A)+P(B)-P(ANB) -

— —

Corprueba o gprrerdic/o

En una encuesta realizada entre el alumnado de
20 de Bachillerato de un instituto, el 80% utiliza
la red social "Tuenti" y el 20% utiliza "Twitter".

Ademads, el 15% utiliza Tuenti y Twitter. éCon
estos datos, cudl es la probabilidad de que un
estudiante, elegido al azar, utilice Tuenti o
Twitter?

Imagen de Jesus Ledn bajo licencia Creative

Llamamos TU al suceso "utilizar Tuenti" y TW al

suceso "utilizar Twitter". Commons

Las probabilidades que no da el problema son:

P(TU)=0,8; P(TW)=[  JypPtunTw)=[ .

El problema nos pide P(TU |J TW)=P(TU) + P(TW) - P(TU N TW)= | | + | | -

____________________________________________________________________________________________________________________



http://recursostic.educacion.es/secundaria/edad/3esomatematicas/3quincena12/3quincena12_contenidos_2a.htm
http://www.flickr.com/photos/jesusleon/4729276845

2.2. Regla de Laplace ?3:’1 ZaeN\

Después de un dia tan ajetreado en Sanlicar de Barrameda, nuestros amigos cogieron el coche de
regreso a Mérida, en Extremadura, ya que iban a celebrar el cumpleafios de un amigo que conocieron
en Trujillo pero ahora vivia en esta preciosa ciudad de Mérida.

Durante el viaje,
Blanca comentd, que
la amiga de M.2 José
le habia dicho en un
momento de la tarde,
que la probabilidad
era mentira, porque
tenias unos amigos
aficionados al golf y
cada vez que los veia
v jugar, comprobaba lo
- “.. w_ - = dificil que era meter
la pelota en el
agujero, pero sin
embargo la
probabilidad, segun
ella era del 50 %, o la metia o la tiraba fuera.

Imagen de Mates y Mas bajo licencia Creative
Commons

Imagen de Dan perry bajo licencia Creative
Commons

Gonzalo empezé a dudar, pero rapidamente M.2 José los sacé de dudas.

Existe una regla en probabilidad que se llama Regla de Laplace, que nos dice que la probabilidad de
gue ocurra un suceso es igual al cociente entre el nUmero de casos favorables y el nimero de casos
posibles, pero...

Blanca la interrumpid diciéndole, eso es. Si consideramos el suceso "meter la bola con un lanzamiento",
los casos posibles son 2, meterla o fallar y los casos favorables son 1, meterla, luego la probabilidad es
1/2.

Entonces M @ José le dijo que la dejara terminar.

La regla de Laplace sélo es valida cuando los sucesos son equiprobables, es decir, cuando tienen la
misma probabilidad de que ocurran, y en este caso, para que fueran equiprobables, tendriamos que
llenar el campo de golf de agujeritos del tamafio del agujero principal y considerar el agujero donde
esta el banderin como 1 entre muchos, con lo cual no son equiprobables los sucesos meter la bola en un
agujerito pequefio y colocar la bola en el resto del campo que imaginariamente estaria formado por
multitud de agujeritos del mismo tamafo. Y no se puede aplicar esta regla.

Gonzalo se puso muy contento y le dijo a M.2@ José, por fin lo he entendido.

Cuando ya estaban llegando a su destino, M.2 José les dijo a sus amigos, que en el cumpleafios de sus
amigos, que iban a ir 40 personas, casi seguro que habria otra persona alli que cumpliera los afios
también ese dia, ya que habia una probabilidad de mas del 90% de que esto ocurriera.

Compruébalo cuando estés con un grupo de mas de 30 personas.

En este ultimo apartado del tema, recordaremos como utilizar la probabilidad para resolver problemas,
siempre analizando previamente si los sucesos son equiprobables o no.

- Curiosiclac _—

Aqui tienes una Miniquest para trabajar la paradoja del cumpleafos.

Prismanianamac


http://www.flickr.com/photos/matesymas/5221726661
http://www.flickr.com/photos/golf_pictures/1533312174/
http://www.estadisticaparatodos.es/webquest/cumpleanos/escenario.html

SSASER SR PRRS S

La teoria de la probabilidad es un campo de las matematicas extremadamente rico en
TAH EA paradojas, verdades que chocan tan fuertemente con el sentido comin, que son dificiles

de creer aun después de habernos enfrentado con sus pruebas.

PR ODUCTO Las coincidencias son algunos de los hechos que mas suelen llamar nuestra atencidn,

sobre todo por la sorpresa que nos causa el descubrir conexiones inesperadas entre
grupos de personas o cosas. Uno de los ejemplos mas famosos y trascendentes es
conocide como la paradoja del cumpleafios:

Estima cual es el tamafio minimo que deberia tener un grupo para que sea mas
probable que improbable que dos personas comp el dia del ci i

O bien ;Cual es la probabilidad de que en un grupo de "n” personas existan al menos dos con la
misma fecha de cumpleafios?
iCuéantas personas se necesitan para que esta probabilidad sea del 50%?

Web : estadisticaparatodos_es Contacto |@ Copyleft 2008 Titapg

Inpoortante —

Regla de Laplace:

Si un espacio muestral estd formado por un nimero finito de sucesos simples y todos
ellos tienen la misma posibilidad de suceder, entonces la probabilidad de un suceso A es
el cociente entre el nimero de casos favorables al suceso A y el nimero de casos
posibles.

niimere de casos faverables a 4

P(A) =

nitmere de cases posibles

Los casos posibles son todos los resultados del experimento, es decir, todos los
elementos del espacio muestral y los casos favorables son los elementos del suceso A.

En casos como el lanzamiento de una chincheta, o cuando un dado estd mal construido,
los sucesos no son equiprobables, no se puede utilizar la regla de Lapalce y hay que
recurrir a la Ley de los grandes nimeros.

— - e

E/ercicio reswuelto

En una bolsa se introducen 4 bolas
azules, 4 rojas y 2 verdes. Se agita la
bolsa y seguidamente se extraen tres
bolas, de las que dos son rojas y una
azul.

A continuacion se extrae otra bola.

¢Qué color es el que tiene mayor
probabilidad de ser elegido?

IMostrar retroalimentacion|

El color que tiene mas probabilidad de
ser elegido es el azul, ya que:



http://www.estadisticaparatodos.es/webquest/cumpleanos/escenario.html

Plozul)= % ; Plroja)= % ;
| Pluerde) = %

Imagen de Bananaguay bajo licencia Creative Commons

Ejercic/o reswuelto .|'

En el siguiente enlace puedes ver la regla de Laplace y en la pestafia superior "Ejercicios"
puedes practicar con problemas de probabilidad.

IMostrar retroalimentacion|

i Para ver las soluciones haz clic en "Ver la solucion". ;

Para saber maIs

En este enlace, practica en el apartado Estimar-Prever, en las actividades que aparecen
en las pestafias superiores.

I — T—



http://www.flickr.com/photos/platano/2865559997/
http://recursostic.educacion.es/secundaria/edad/3esomatematicas/3quincena12/3quincena12_contenidos_2b.htm
http://www.experiencingmaths.org/
http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_tofv39/MA1_U5_T1_Contenidos_1920_v01/maths2.jpg
http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_tofv39/MA1_U5_T1_Contenidos_1920_v01/maths3.jpg
http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_tofv39/MA1_U5_T1_Contenidos_1920_v01/maths4.jpg
http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_tofv39/MA1_U5_T1_Contenidos_1920_v01/maths5.jpg

Corprueba lo Jereraiclo

Calcula las siguientes probabilidades. Escribe el resultado en decimales utilizando la
coma.

1. Experimento: sacar una carta de una baraja espafiola de 40 cartas.

Sucesos: A="salir As" , B="salir figura", C="salir espadas"

a) P(A)= ]

b) P(B)=[__]

oPO=__]

dDP(B)I=t-__ |=[ |

2. Experimento: Lanzar dos dados cubicos numerados del 1 al 6.

Sucesos: A="la suma de las caras superiores es 7" , B="Los nimeros de las dos caras
superiores son primos"

a) P(A)=[ | /36.

b) P(B)=[ ] /36.



https://www.geogebra.org/m/VdPF95SP

3. Analisis combinatorio

Al hallar probabilidades de sucesos complicados, suele
resultar dificil y tediosa una enumeracion de los casos.
La aplicacion de la combinatoria facilita mucho esa
tarea.

Imagen en Wikimedia Commons. Licencia CC

|~ rportarze =

Principio fundamental del analisis combinatorio (principio de multiplicacién)

Si un suceso puede ocurrir de i formas, y si cuando éste ha ocurrido otro suceso
puede ocurrir de **5 formas, entonces el nimero de formas en que ambos pueden
ocurrir en el orden especificado es "1'"* formas.

I — .

Ejercic/o reswuelto

Un restaurante tiene una carta que consta de cuatro primeros
platos y tres segundos. éCudntos menus formados por dos
platos, uno del primer grupo y otro del segundo, se pueden
confeccionar?

Fotografia de Jorge

Franganillo en Flickr
. Licencia CC

IMostrar retroalimentacion|

Denotemos por 1,2,3 y 4 los primeros platos de la carta y por A, B y C los segundos
platos. Construyamos el siguiente diagrama de arbol:

[ Primeros platos ] [ Segundos platos ]

NPy



https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Composition_(substitution)_of_combinatorial_species.svg
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
https://www.flickr.com/photos/46191841@N00/32030364191
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/

Imagen de elaboracién propia . Licencia CCO

Luego los menus que se pueden formar son.

1A (1B |1C
2A|2B|2C
3A|3B|3C
4A 4B [4C

Por tanto hay 12 posibilidades. Este resultado se puede obtener de forma mas rapida
aplicando el principio fundamental. En este caso 51 consta de cuatro elementos y
53 de tres. El conjunto de pares distintos, en el supuesto que no hayan platos
comunes, seran: 4x3=12.

El principio fundamental se puede generalizar para mas de dos sucesos, como vamos a ver en el
siguiente caso practico.

Ejercic/o resuelto

éCuantos grupos de seis cartas se pueden formar con una
baraja de 40 cartas, en los siguientes casos?

1. Se extrae una carta y se devuelve a la baraja, asi
sucesivamente hasta extraer las seis cartas.

2. Se extrae una carta y no se devuelve a la baraja, esta acciéon
se realiza de forma sucesiva hasta obtener el grupo de seis
cartas.

Fotografia de Nacho

en Flickr . Licencia CC

IMostrar retroalimentacion|


https://creativecommons.org/publicdomain/zero/1.0/
http://www.flickr.com/photos/44048553@N03/8235501988
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/

1. Sea E el conjunto formado por las 40 cartas. Sacamos una carta, la apuntamos !
como primer componente del grupo de seis. Devolvemos la carta a la baraja y!
'volvemos a sacar otra y la apuntamos como segunda componente y asi!
' sucesivamente, hasta que se han completado las seis extracciones (a este tipo de !
i extraccién se le llama muestreo con reposicién). De esta forma una misma carta !
ipuede aparecer varias veces en el grupo de seis cartas. Aplicando el principioi
' fundamental, se puede elegir la primera carta de 40 formas y asi sucesivamente; !
luego el nUmero de grupos de seis cartas que se pueden obtener es:

40-40-40-40-40-40 = 4096.000.000
2. Sea E el conjunto formado por las 40 cartas. Sacamos una carta, la apuntamos i
como primer componente del grupo de seis. Dejamos esta carta aparte y volvemos a:
sacar otra y la apuntamos como segunda componente y asi sucesivamente, hasta que :
se han completado las seis extracciones (a este tipo de extraccion se le llama':
muestreo sin reposicién). Aplicando el principio fundamental, se puede elegir la
primera carta de 40 formas, la segunda de 39 formas, la tercera de 38 y asi!
sucesivamente; luego el nimero de grupos de seis cartas que se pueden obtener es:

40-39-38-37-36-35 =2763.633.600

Un concepto importante dentro del estudio de la combinatoria es el de factorial, el cual vamos a ver a
continuacion.

'

Irnportante —

Sea n un numero entero no negativo, se define el factorial de n, n! de la siguiente forma:

1. 0!=1
2. Sin>0, entonces n!=n{n—-1j{n-2)..3-2:1

Del punto 2 se deduce que n!=n(n-1)!

I —_— e

Asi por ejemplo, el factorial de los siguientes nimeros es:

El'=5.4.3-2.1 =120

6'=6-5-4-3-2.1 =720

o'=1

T'=7-6'=7.7T20 = 5040

En ocasiones los sucesos que conforman un grupo de los mismos se ordena segun una ley dada. Las

principales formas de ordenacién que se estudian en analisis combinatorio las vamos a ver a
continuacion.



—.i]}

3.1. Variaciones sl ) AR
En musica se entiende por "variacion" a una técnica compositiva en que un tema se repite con cambios
a lo largo de una pieza. Como ejemplo de variacidon tenemos las variaciones Goldberg de Juan Sebastian
Bach, de la cual te invitamos a escuchar el fragmento que te enlazamos antes de afrontar el estudio de
este apartado.

Johann Sebastian Bach
Imagen en Wikimedia Commons. Dominio Publico

/nporiante

Si tenemos una coleccion de n elementos de los cuales queremos obtener grupos de r
elementos ( <7 ), al nimero de grupos que se pueden formar, los cuales se
distinguen unos de otros en al menos un elemento, o en el orden de colocacion de los

. . . r
mismos se le llama variaciones de n elementos tomados de r en r ( Vﬂ ), las cuales
se calculan de la siguiente forma.

Vr n!

n = (n—)!

Ejercicio resuelto

Con las cifras 1,2,3,4,5 y 7 se formar grupos de cinco en
los cuales no se repite ninguna.

a. ¢Cuantos numeros se pueden formar?

o


https://www.youtube.com/watch?v=UzUmzJyKjcM
https://es.wikipedia.org/wiki/Johann_Sebastian_Bach#/media/File:Johann_Sebastian_Bach.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Johann_Sebastian_Bach.jpg

Fotografia de Matthew Perkins

en Flickr . Licencia CC

IMostrar retroalimentacion|

a. La cantidad de niumeros que se pueden formar con cinco cifras (de las dadas) es
igual al nUmero de variaciones de 6 elementos tomados de cinco en cinco:

.
§
3
\

Si tenemos una coleccion de n elementos de los cuales queremos obtener grupos de r
elementos ( |, ), al nimero de grupos que se pueden formar, los cuales se distinguen
unos de otros en al menos un elemento, en el orden de colocaciéon de los mismos, y
ademas se pueden repetir, se le llama variaciones con repeticion de n elementos

r R
tomados derenr ( VRn ), las cuales se calculan de la siguiente forma.

VR,=na"

Ejercic/o resuelto

En el juego de las quinielas, écudl es el nimero minimo de
columnas que han de rellenarse para acertar con seguridad los
catorce signos.

Fotografia de JJ

Merelo en Flickr .
Licencia CC

IMostrar retroalimentacion|

Una columna es un conjunto con 14 huecos. En cada uno de ellos podemos poner uno
de los tres signos 1,X vy 2.

Se trata de hallar el nimero de variaciones con repeticion de orden 14 (los 14
huecos) de 3 elementos. Habra que rellenar.

vrRlE_314 _479969 .



https://www.flickr.com/photos/96951910@N00/33605844301
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/
http://www.flickr.com/photos/48600078653@N01/43840051
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/




w—iai)

3.2. Permutaciones gr-l e

[

Dentro de la interpretacién musical los compositores gustan de explorar las distintas permutaciones
gue pueden realizar con las notas musicales y observar los efectos, tanto melédicos como
armoénicos, que pueden conseguir. Cada género musical tienes sus permutaciones sonoras
caracteristicas, como se puede apreciar en este fragmento de Jazz que te dejamos a continuacion.

"Satin Doll" Joe Pass

Satin Doll. Joe Pass.
Video de GtrWorkShp alojado en Youtube

¢

[mrportante -

Si disponemos de un conjunto A de n elementos. Una permutacién es una lista ordenada
formada por los n elementos de A. Dos permutaciones de A difieren en la colocacion de
al menos uno de los elementos. Para hallar el nimero de permutaciones que podemos
obtener del conjunto A se utiliza la siguiente formula.

SR =0

— - e

Las permutaciones pueden considerarse un caso particular de las variaciones, ya que si queremos hallar
las variaciones de n elementos tomados de n en n:

n! n!  n!

Ej/ercicrio reswuelto



https://www.youtube.com/watch?v=NyjQv52Nzno
https://www.youtube.com/watch?v=NyjQv52Nzno
https://www.youtube.com/channel/UCyYyrqadr4PXucZBwgc5cfg

¢De cuantas maneras se pueden distribuir siete
personas en una fila de siete sillas?

Fotografia de Noticias UFM en
Flickr . Licencia CC

IMostrar retroalimentacion

Las diferentes maneras de colocarlos se corresponden con las posibles permutaciones
de siete personas y éstas son:

Pr=71=76-5-4-3-2.1=5040

Inportante —

Si tenemos un conjunto A de n elementos, y queremos hallar el nimero de
permutaciones que podemos crear teniendo en cuenta que el primer elemento de A se
repite 71 veces, el segundo % veces, y asi sucesivamente. La fdrmula que
emplearemos es la siguiente:

Ty T rgeeny T k!
PR 2R = j

BT LT

siendo: K =T1+Tg+..+7Ty

E/ercicio reswuelto

¢Cuantos numeros de cinco cifras pueden escribirse con tres sietes y dos nueves?

IMostrar retroalimentacion

1 Vemos que con tres sietes y dos nueves se pueden obtener nimeros de cinco cifras, y
estos se pueden repetir como indica el enunciado, de ahi que la solucion es:



http://www.flickr.com/photos/85589593@N04/8023903670
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/




3.3. Combinaciones ?arl AR

En nuestra sociedad podemos encontrarnos con muchas situaciones en las cuales manejamos series de
numeros que son diferentes en al menos una cifra, como es el caso de la guia telefénica. O bien el
orden que aparecen los elementos que componen un grupo determinado de objetos es irrelevante,
como es el caso del pdker, en este juego al repartir cartas para formar una mano de poker, el resultado
es independiente del orden en que las cinco cartas hayan llegado al jugador.

Fotografia de Arcaion en Pixabay, Licencia CC

'

Irnportante —

Sea A un conjunto finito con n elementos (n>0) y r un nimero natural < # . Una
combinacion de orden r de A es un grupo de r elementos A que se diferencian unos de
otros en al menos un elemento. Se calculan de la siguiente forma:

c'r n!

n = Pl —r)!

" . . T 2 oz -
A Ty se le designa también como (r) a esta ultima notacion se le lama numero
combinatorio.

I — e

Ejerc/c/o resuelto

Determinese el nimero de manos de podker distintas (cinco
cartas) que pueden formarse con una baraja de 52 naipes.
¢Cuantas manos contienen exactamente tres ases?

Fotografia de Café en

Pixabay, Licencia CC

IMostrar retroalimentacion|



https://pixabay.com/es/jugando-a-las-cartas-poker-puente-1201257/
https://pixabay.com/es/service/terms/#usage
https://pixabay.com/es/ace-jack-lady-stock-y-como-coraz%C3%B3n-1065817/
https://pixabay.com/es/service/terms/#usage

EI nimero de manos de pdker distintas es el mismo que el nimero de combmaaones
' de orden 5 que se pueden formar con un conjunto de 52 elementos. Es decir, :

6’52 = 5?_‘1;. 2251 552;9?,:%8 27 — 2598960 combinaciones

____________________________________________________________________________________________________________________

Irpoortante —

Sea A un conjunto finito con n elementos (n>0) y r un nimero natural. Una combinacion

con repeticion de orden r de A es una lista {al,ag,....,ar) de elementos de A, en donde
los elementos pueden repetirse. Diremos que dos combinaciones con repeticion son
diferentes si algun elemento de una de las dos listas no se encuentra en la otra.

CRy=Clhir—1=("171)

Ejercicio reswuelto

Determina el niumero de combinaciones con repeticidn
de orden 3, del conjunto A={1,2,3,4%}.

Fotografia de geralt en Pixabay,

Licencia CC

IMostrar retroalimentacion|

____________________________________________________________________________________________________________________



https://pixabay.com/es/mano-mantener-d%C3%ADa-de-a%C3%B1o-nuevo-1105331/
https://pixabay.com/es/service/terms/#usage

w—iai)
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4. Axiomatica de Kolmogorov :

El matematico ruso Andrei Kolmogorov (1903, 1987)
basdndose en las propiedades del algebra de sucesos y en las
propiedades de las frecuencias relativas, dio una definicion de
probabilidad basada en un sistema de axiomas.

Imagen en Wikimedia Commons. Licencia CC

Irnportante —

Axiomas de Kolmogorov

Supdngase que tenemos un espacio muestral g . Si g es discreto todos los
subconjuntos corresponden a sucesos Yy reciprocamente, pero si g es continuo
solamente subconjuntos especiales (llamados medibles) corresponden a sucesos. A cada
suceso A en la clase {* de sucesos asociamos un numero real P(A), es decir P es una
funcién de valor real definida en ¢ . Asi P se llama funcién de probabilidad y P(A) la
probabilidad del suceso A, si se satisfacen los axiomas siguientes:

Axioma 1. Para cada suceso A en la clase ¢ .

P{A} >0
Axioma 2. Para el suceso cierto o seguro §* en la clase {?
P( 7 )=1

Axioma 3. Para cualquier nimero de sucesos mutuamente excluyentes A1,45... en la
clase ¢ .

P{AUAU.)=P(A)+P(Aqy)+...
En particular, para solo dos sucesos mutuamente excluyentes .Aq,.4x7,

P(A\UAp)=P(A1)+P(4;)
E— o —

De los axiomas de arriba se pueden deducir los siguientes teoremas.


https://es.wikipedia.org/wiki/Andr%C3%A9i_Kolmog%C3%B3rov#/media/File:Andrej_Nikolajewitsch_Kolmogorov.jpg
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/deed.en

[mportante

Teorema 1

si A1 C Ag entonces P(A1) < P(Ag)y P(Ay—A1)=P(Ag)-P(A;) .
Este resultado es equivalente al siguiente: P{Ag—ﬂl} e PI:AQ}—PI:AlﬂAg:l ;
Teorema 2

Para cada suceso A se cumple que 0= P{A} =1,

Teorema 3

La probabilidad del suceso imposible es 0. Es decir P('ﬂ} =0,

Teorema 4

Si A’ es el complemento de A se cumple que P':AI} = 1—P':A:' .

Teorema 5

Si A=A UAU.UA, y Aq,Aq.. A, son sucesos mutuamente excluyentes,
entonces:

P(A)=P(A1)+P(Ag)+.+F(4,)
En particular si A = g el espacio muestral, entonces:
PlA+P(Aqg)+..+P(A,)=1
Teorema 6

Si A y B son dos sucesos cualesquiera, entonces:

P(AUR) = P(A)+P(B)-P(ANE)

Corprueba o grrerdic/o

Ana estaba entretenida con las fichas del
Scrabble. Separd unas cuantas letras y dijo a
sus amigos:

Tengo aqui las fichas A, B, C, D y E. Las letras
Ay E valen 1 punto cada una, las letras By C
valen 3 puntos, y la letra D sdlo vale 2 puntos.

Vamos a usar los sucesos X = "Sacar la A, la B
olaC" 'Y="SacarlaB, laColaD"y2Z-=
"Sacar una ficha de tres puntos".

Sélo os diré que,

come quando fuori piove, de auro,
CC by-nc-nd 2.0

¢ P(X) = P({A, B, C}) = 0,7
¢ P(Y) = P({B, C, D}) = 0,8

® P(z) = P({B,C}) =0,5

a) Antes de empezar, équé suceso seria la unidon de los dos primeros?
£ Sugerencia



http://www.flickr.com/photos/auro/232980636/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/deed.es

O XUuUY={AB,C,B,C,D}
O XUyY={A B, C, D}

No estas repitiendo sucesos elementales

Solution

1. Incorrecto
2. Opcidn correcta

b) ¢Qué suceso seria la interseccion de los dos primeros?

O Xny=4{B,C}
O XNY=<{A D}

Correcto son los elementos que pertenecen a los dos a la vez

No, recuerda que la interseccidén de dos sucesos son los elementos que pertenecen a

i ambos a la vez.

1. Opciodn correcta
2. Incorrecto

c) éCudl es la probabilidad de obtener una de las cuatro primeras letras?
) Sugerencia

Solution

1. Incorrecto
2. Opcidn correcta

d) ¢Cual es la probabilidad de sacar la letra E?
() Sugerencia

© 1/5=0,2
O 0
No puesto que no sabemos si todas las letras tienen la misma probabilidad de salir.

Exacto. Si usamos la probabilidad del complementario, sabemos que P({E}) = 1 -
P({E}C) = 1 - P("Sacar una de las cuatro primeras letras") =1 -1 = 0.

Por lo tanto es imposible que salga una E.

1. Incorrecto
2. Opcidn correcta




e) ¢Cual es la probabilidad de que salga una letra de 2 puntos?
&) Sugerencia

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

____________________________________________________________________________________________________________________

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

____________________________________________________________________________________________________________________

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

: 1. Incorrecto
: 2. Opcidn correcta

Ejercricio resuelto

Demuestra los teoremas 1, 2y 3.

IMostrar retroalimentacion|

' Demostracion del teorema 1

 Tenemos AQ :A1+{A2—A1:‘ al ser sucesos mutuamente excluyentes, entonces
i por el axioma 3.

P(Aq)=P(A1)+P(A3—A1) deahique P({Agq—A1)=P(Aq)—p(4q)
: puesto P(Ag—A1)>0de ahi se deduce que P{Aq)>P(A4;).

: : Demostracion del teorema 2

Por el axioma 1 sabemos que P{A} =0 . para demostrar que P':A:' <1 primero
- observamos que A C g . Asipor el teorema 1y el axioma 2 P(A:l < P(g:'} =1.

: Demostracion del teorema 3

:Tenemos g = @D . puesto que NI =1 se sigue del axioma 3
. Plg)=P(p)+P(@) ¢ P(D)=0.




Resumen iach A

Inportante

Los fendmenos o experimentos que dependen del azar se llaman fenémenos o
experimentos aleatorios.

Los fendmenos o experimentos en los cuales los resultados producidos se pueden
conocer de antemano se llaman fendmenos o experimentos deterministas.

I— T—

Inportante

En la escena anterior, los resultados que podemos esperar son que la bola caiga en A, B,
C,D,EoF

A este conjunto de resultados que se obtienen en un experimento aleatorio es lo que se
lama Espacio muestral y se representa por la letra E.

En este ejemplo de la maquina de Galton, E={A,B,C,D,E,F}
A cada uno de estos subconjuntos del espacio muestral se les llama suceso aleatorio.

Al conjunto de todos los sucesos que ocurren en un experimento aleatorio se le
llama espacio de sucesos y se nombra con la letra S.

I— T—

Inportante

Llamamos suceso uniéon de A y B al que se produce cuando se realiza A o B. Se
representa por A| |2 .

Llamamos suceso interseccion de A y B al que se produce cuando se realizan
simultaneamente los sucesos A y B. Se representa por AR .

Llamamos suceso diferencia de A y B al que se produce cuando se realiza el suceso A
pero no se realiza el B. Se representa por A—F .

Existen dos leyes que son muy Utiles a la hora de operar con sucesos contrarios; las
leyes de De Morgan:

1.- El suceso contrario de la ulién_de dos sucesos es la interseccion de sus
sucesos contrarios: A 1B = ANBE .

2.- El suceso contrario de la interseccion de dos sucesos es la union de sus
sucesos contrarios: A B = AlLIB .



https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/sample-space

/nporcarite

Recuerda que llamamos probabilidad de un suceso A, al nivel de certeza que tenemos
de que ocurra dicho suceso y esto se mide con un nimero comprendido entre 0 y 1.

Menos probable

I ]
Imposibile Prabable al 50% Regura

Imagen de Juan Pérez Rosales bajo licencia Creative Commons

/nporiante

Recuerda que llamamos frecuencia absoluta de un suceso S, y la representamos
faI:S:l , al nimero de veces que ocurre dicho suceso.

Llamamos frecuencia relativa de un suceso S, y la representamos f {S:I ,al

cociente de la frecuencia absolut_a;r ?gge el nUmero de veces, n, que se ha repetido el
2]

T

experimento, es decir f {.5':1 —
=

Cuando el nimero de pruebas que hacemos de un experimento crece indefinidamente, la
frecuencia relativa de un suceso tiende a estabilizarse en un niumero, que es la
probabilidad del suceso. Este resultado es lo que llamamos Ley de los grandes
numeros.

La probabilidad de un suceso S suele representarse por P(S) y tiene las siguientes
propiedades:

1. La probabilidad de un suceso es siempre un numero comprendido entre 0 y 1:
0<P(S)<1 .

2. La probabilidad del suceso seguro es 1 y la del suceso imposible es O0:
P(E)=1, P(l)=0.

3. La suma de las probabilidades de los sucesos elementales vale 1.

4. La suma de un suceso y de su suceso contrario vale 1: P(E =1-FP(5.

5. La probabilidad de un suceso es igual a la suma de las probabilidades de los
sucesos elementales que lo forman.

/nporzante

Regla de Laplace:

- . _ . —_— . ’ ~


http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/Azar_y_Probabilidad_jpr/lasmonedas.htm

SI un espacio muestral esta formado por un numero finito de sucesos simples y todos
ellos tienen la misma posibilidad de suceder, entonces la probabilidad de un suceso A es
el cociente entre el nimero de casos favorables al suceso A y el nimero de casos
posibles.

nimere de casos faverables a 4
niimero de casos posibles

P(A) =

Los casos posibles son todos los resultados del experimento, es decir, todos los
elementos del espacio muestral y los casos favorables son los elementos del suceso A.

En casos como el lanzamiento de una chincheta, o cuando un dado estda mal construido,
los sucesos no son equiprobables, no se puede utilizar la regla de Lapalce y hay que
recurrir a la Ley de los grandes numeros.

— Te—
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