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1. Introduccion. NUmeros naturales

Facultad de Ciencias Poli ICas, Amsterdam
Imagen en INTEF de Pablo Garrido Pintado bajo CC

Bienvenido a este curso para preparar las pruebas de acceso a la universidad para mayores de 25 afios,
en la materia de matematicas. En él encontrardas todo lo necesario para poder preparar
convenientemente dichas pruebas, y adquirirds los conocimientos necesarios para poder afrontar los

estudios que elijas.

Ponte manos a la obra, sé constante, sobre todo no desesperes ni decaigas en el intento, iy lo
conseguiras!

Vas a comenzar con este primer tema, en el que realizards un repaso por los conjuntos de nimeros mas
basicos que hay: los naturales, los enteros y los racionales. Veras las operaciones que se pueden
realizar con ellos, incluyendo las potencias y las raices o radicales.

- Curiosidlad 2

Steve Jobs (1955-2011), fundador de Apple y Pixar, inaugurd el curso académico de
2005 en la Universidad de Stanford, con un discurso que ha hecho historia. Si quieres
comenzar conociendo sus consejos sobre como afrontar los estudios y la vida, puedes
verlo en el siguiente video:



http://recursostic.educacion.es//bancoimagenes/ArchivosImagenes/DVD28/CD01/194431_m_1.jpg
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/
http://es.wikipedia.org/wiki/Steve_Jobs




1.1. NGmeros para contar i

El ser humano ha sentido siempre la necesidad de contar. En un principio,
el hombre prehistorico utilizaba piedras y ramas para representar nimeros
y operar con ellos. De hecho, la palabra calculo viene del latin Calculus y
significa piedra pequefia o guijarro. Se conoce que la idea de enumerar
mediante muescas en un hueso o en la piedra es antiquisima, desde luego
anterior a la rueda, aunque posterior a la utilizacién del fuego.

Los niumeros naturales nos sirven para contar. Si te dicen el nimero de
personas que asisten a un concierto o a una reunion, o te preguntan por la
edad, por el numero de hijos, o por las estrellas que podrias contar en una
noche entera, los estaras usando.

2
Imagen en arte y fotografia de
Salvador bajo CC
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El conjunto de los niimeros naturales, que lo representaremos por || , esta formado
por los nimeros:

N=1{0,1,2,3,4,58,.}
— — T—

Por tanto, los numeros naturales son los que empezando en cero (aunque algunos matematicos
proponen que empiezan en el uno), van aumentando de uno en uno, y no tienen final.

Fijate que, como cualquier conjunto matematico, se expresa poniendo entre llaves unos cuantos de sus
elementos. Para expresar que un numero pertenece al conjunto de los nimeros naturales, se utiliza el
simbolo de pertenencia <, lo mismo que para indicar, en general, que un elemento forma parte de un
conjunto. Por ejemplo, para decir que el 12 es un numero natural tendrads que escribir que 12 <M ,
expresidon que se lee "12 pertenece a |1 ".

Con los numeros naturales se puede operar, y seguro que recuerdas como hacerlo, no obstante el
siguiente video nos lo recuerda en un momento:


http://www.arteyfotografia.com.ar/4340/fotos/56067/
http://creativecommons.org/licenses/by/2.5/deed.es

Inportante —

En multitud de ocasiones tenemos que realizar mas de una operacién a la vez. Para ello,
tendremos en cuenta la prioridad de las operaciones, que es la siguiente:

1. Operaciones con paréntesis y corchetes.
2. Multiplicacién y division.
3. Sumas y restas.

P — e

Este orden en las operaciones lo deberas aplicar en cualesquiera operaciones que tengas que realizar en
matematicas, y con cualquier conjunto de nimeros, ya sean naturales, enteros, etc.

Ejercic/io reswuelto

En la familia Martinez-Cruz estan haciendo un analisis de su economia doméstica. La
sefiora Cruz trabaja por horas con el siguiente horario de trabajo: los lunes, miércoles y
viernes trabaja cuatro horas al dia, los martes y los jueves sélo tres horas por dia y
sabemos que cobra a 14 € la hora. Su marido, el sefior Martinez tiene un sueldo de 1620
€ al mes, y su hijo Miguel gana la mitad que su padre.

éCuanto ingresa la familia en dos semanas?

IMostrar retroalimentacion|

Supondremos que el padre cobra la mitad del mes exactamente: 1.620:2 = 810 €.

Su hijo Miguel cobrara la mitad de lo que él ingrese, por tanto 810:2= 405 €.

Has calculado las horas que trabaja la madre (18 por una semana) y las has
multiplicado por el nimero de semanas: 2, y por el precio por hora: 14. Luego
18:2:14 = 504 €.




i Sumandolo todo 810+405+504 = 1.719 €. Obtenemos que los ingresos de la familia
i en dos semanas son de 1.719 €. ;

Si la familia destina a pagar la hipoteca la tercera parte de sus ingresos en esos 15 dias,
a comida 120 € quincenales, a ropa y calzado 250 € mensuales y el resto de gastos
aseguran que los cubren con 350 € semanales. ¢Cuanto ahorran cada dos semanas?

IMostrar retroalimentacion|

La tercera parte de 1.719 € hacen 573 €. Si a eso sumamos 120 €, 125 € (la mitad
i de los 250 mensuales) y 700 € (el doble de los 350 semanales) obtenemos 1.518 €.
i Por tanto, el ahorro sera de 201 €.

Miguel quiere quedarse con la tercera parte de su sueldo para ahorrar y comprarse una
moto. ¢{Puede asumir la familia esta propuesta sin cambiar el reparto de gastos que
tiene?

IMostrar retroalimentacion|

La tercera parte de la aportacién de Miguel en dos semanas son 135 €. Luego si seria
posible, pero reduciendo el ahorro.

1
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Corprueba o gprrerdaico

A continuacion tienes dos problemas relacionados con numeros naturales, para que
hagas operaciones con ellos.

Un avién recorre 798 km cada hora. Al cabo de 4 horas, écuantos kildmetros le faltaran
para finalizar un viaje de 7.834 km?

(@ Sugerencia

O 7.036 km.

O 3.192 km.

O 4.642 km.

() Ya ha llegado a su destino.

| Piensa que son 4 horas a 798 km/h.
| Esa es la distancia que lleva recorrida.
{ Muy bien. 7834 - 4 - 798 = 4.642 km. §
| Repasa tu razonamiento y tus calculos
| Solution
1. Incorrecto
2. Incorrecto 5
3. Opcidn correcta
i 4. Incorrecto ;




Un sefior vendid el lunes 27 conejos, el martes el doble que el lunes, y el miércoles la
tercera parte que el lunes y el martes juntos. éCuantos conejos ha vendido?

@ Sugerencia

O 324,

O 162.

(0 Menos de 100.
() 108 conejos.

-

Solution

1. Incorrecto

i 2. Incorrecto

i 3. Incorrecto

i 4. Opcion correcta

Corprueba o gprreraico

A continuacién te planteamos unas cuantas preguntas para recordar aspectos
interesantes sobre los niumeros naturales:

éExiste un namero natural mayor que todos los demas?

0 Verdadero ~ Falso

Falso

bastaria con sumarle uno y tendriamos uno mayor. Por cierto, no vale decir infinito,
ya que no es un numero.

iNo hay un numero natural que sea el mas grande. Pensemos el que pensemos,

La suma y el producto de nimeros naturales siempre da un nimero natural.

0 Verdadero ‘~ Falso

Verdadero

Por eso se dice que la suma es una operacion interna.

La resta de numeros naturales resulta siempre un nimero natural.

0 Verdadero  Falso

En el conjunto de los nimeros naturales no es posible restar a un nimero otro que
sea mayor. Por este motivo se necesita ampliar los niUmeros naturales a un conjunto




mayor de numeros: los nimeros enteros, que estudiards en el proximo punto del
tema.

Por ejemplo, 5 - 8 no es un nimero natural.

El cociente de nimeros naturales no es necesariamente un niumero natural.

(0 Verdadero  Falso

Verdadero

Por ejemplo 17 entre 5 no es natural. Para hacer este tipo de divisiones necesitamos
los nimeros racionales, que estudiaras en este tema.

1
1
1
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La suma y el producto de nimeros naturales son operaciones que verifican la
propiedad conmutativa.

0 Verdadero  Falso

Verdadero

El orden de los factores no altera el producto y el de los sumandos no altera la suma.
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2. NUmeros enteros ?

Nunca es agradable encontrarse la cuenta bancaria en "nUmeros rojos", que no es mMas que un
eufemismo para describir que el saldo de la cuenta esté en niameros negativos. En efecto, los
numeros negativos han sido identificados siempre con el concepto de deuda, desde que el ser humano
realiza transacciones de bienes materiales. Pero aparecen en muchismias mas situaciones, como
pueden ser al hablar de las temperaturas por debajo de cero, o al aparcar en la planta -2 de un
aparcamiento subterraneo. Igualmente no es lo mismo hablar de un acontecimiento ocurrido en el afio
100 antes de Cristo (o0 ano -100), que en el afio cien después de Cristo (+100).

En todos estos casos es necesario utilizar los nimeros negativos. La historia de estos nimeros ha
estado marcada por un cierto halo de maldicion. Casi ninguna civilizacién los consideraba como
soluciones validas de las ecuaciones que planteaban, y los descartaban como si fueran resultados falsos
y enganosos. Hasta pocos afios antes de que Colén llegara a América no se introdujo su uso en Europa
occidental. El primero que lo hizo fue el matematico francés Nicolas Chuquet en 1484.

En la actualidad estamos muy habituados a ellos. Observa en el video siguiente, cobmo cambian las
cifras en la pantalla del marcador que indica el tiempo que falta para el lanzamiento. Pasan de negativo
antes del despegue, a positivo cuando la nave ya esta en el aire.

En este apartado estudiaremos los nimeros enteros, que estan formados por los naturales (incluyendo
el cero) y los negativos.

Irnportante —

Los niumeros enteros

El conjunto formado por los nimeros naturales y los negativos es el conjunto de los
numeros enteros, que se designan o escriben con la letra F , de modo que se tiene:

Z={..,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ..}



Fijate que los nimeros negativos no son numeros naturales. Asi, el nUmero -3 no es natural. Esto lo

escribimos matematicamente poniendo _3¢H y se lee "-3 no pertenece al conjunto || ".

Opuesto y valor absoluto de un niimero entero

Cada numero entero tiene un opuesto, que sumado con él da 0. El opuesto de 5 es -5, y el de -8 es 8.
El Unico numero entero que coincide con su opuesto es el 0. Al valor positivo elegido entre un entero y
su opuesto, se le llama valor absoluto de ambos numeros entero. Asi, por ejemplo, decimos que el
valor absoluto del +5 es +5, e igualmente el valor absoluto del -5 es +5. El valor absoluto se

representa mediante barras verticales, asi escribiremos que |5| =+5 y también |—5| =+5 . Durante
el curso veras aparecer el valor absoluto de numeros y de expresiones matematicas en distintos
momentos.

Una manera muy util y visual de representar los nimeros enteros, es en una recta graduada. Se fija
un punto para el 0 (lugar que se llama el origen de la recta), y determinada una unidad, se van fijando
los enteros positivos a la derecha del cero, y los negativos a la izquierda.

-
-
-
-

Dominio publico

En la recta se puede estudiar muy bien tanto el orden en los enteros como la simetria que dos
nlmeros opuestos tiene respecto del 0.

Notacion matematica

En este comienzo de curso vas a ir repasando y aprendiendo simbolos y notacién matematica. Con ella
se pueden expresar las propiedas matematicas de forma exacta y abreviada. Poco a poco iras
aumentando tu vocabulario matematico y manejando la notacién con soltura.

Acabas de ver el simbolo de permanencia. Otro simbolo matematico muy conocido es la inclusién de
conjuntos: (— (o también < ), con el que representamos que un conjunto estd incluido en otro. Asi,
debido a que los nimeros naturales son parte de los enteros, escribimos que [W ¢~ # . Otro simbolo,
menos conocido, es el que representa el sentido de "para todo", representado con % . Irds viendo su
utilidad cuando vayan apareciendo, no te agobies si te resultan algo extrafios ahora.


http://creativecommons.org/publicdomain/zero/1.0/

2.1. Operaciones i

Los numeros enteros son una ampliacion de los
naturales, pues incluyen tanto el cero como los
numeros negativos. Esto implica que se compliquen un
poco las propiedades de las operaciones que podemos
realizar con ellos.

Al sumar, restar y multiplicar nimeros enteros, el
resultado es siempre un nimero entero. No ocurre lo
mismo con la division: al dividir dos nimeros enteros,
el resultado es un namero entero sélo si el dividendo es
multiplo del divisor.

Por ejemplo: 6/3 si da un namero entero, pero 8/3 ya
no es un numero entero, sino racional, que los
estudiaremos en el siguiente punto del tema. En el caso
de 8/3, para nimeros enteros escribimos esa division
como: 8 = 2:3 + 2, de forma que el dividendo (D) es
igual al divisor (d) por el cociente (c) mas el resto
(r), dando lugar a la division entera:

Imagen en Flickr

de Giulietto86 bajo CC

D =c-d+r, con 0<|r|<[d|

Sumas y restas con enteros. Regla de los signos.

Al hacer sumas y restas con nimeros enteros debes tener en cuenta las dos siguientes reglas de los
signos:

a+(-b)=a-b|a-(-b)=a+b

Asi tendrias que

4+ (-7)=4-7=-3

y que
11

4-(-7)=4+7

A continuacion te ofrecemos un video que te permitirdn resolver las dudas que puedas tener sobre
sumas y restas de enteros.

Video de Tuto mate alojado en Youtube


http://www.flickr.com/photos/glonghi/2115884200/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/
https://www.youtube.com/watch?v=IPSFShPjHKc

Cornprueba o grreraic/o

Te planteamos el siguiente problema, para
practicar las sumas y restas de enteros. El
primer dia de diciembre de 2009, Ila
temperatura minima en Granada fue de -1
grados. Completa los espacios blancos que
aparecen en la siguiente tabla.

Diferencia
Dia|Temperatura|con el dia|Operacién
siguiente
aumentéen | -1+ 7=
1 -1 0C 7 0C |:|
disminuyd _
2 [ ]oc enpoc |[[J-2=4
disminuyo
[0} - = -
3 4 oC en[ Joc |4 1
4 _10¢ disminuyé |-[]-[]=
en |:| oC -3
20 aumentéen |-3+[ | =
i I 2ec | []
disminuyé [ ]-[]=
o
6 [Jec en[ Joc |-a

Las reglas de los signos en el producto y la division.

Al multiplicar y dividir nUmeros entero
Antonio Ortega Moreno

FxHE=F =¥
ExE-F B
txE=-0 F
BxE-0H B

+
=
=

+

I
o+ o+

Imagen en INTEF de Antonio Ortega Moreno bajo CC

Por ejemplo:

©8-4=32 ©8:4=2
© (-8)-(-4)=+32  ® (-8):(-4) = +2
e 8- (-4) = -32 ©8:(-4)=-2
®(-8)-4=-32 @ (-8):4=-2

Fotografia en Flickr de txindoki bajo CC



http://www.flickr.com/photos/txindoki/3361052384/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/2.0/deed.es
http://recursostic.educacion.es//bancoimagenes/ArchivosImagenes/DVD11/CD04/7196__80_m_1.jpg
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Fijate que si se omite el signo delante de un nimero entero, siempre debes entender que es el singo
n n
+",

Propiedades de las operaciones con nhimeros enteros.

Sean a, b y c nUmeros enteros cualesquiera. Se cumplen las siguientes propiedades:

Propiedades de la suma Propiedades de la multiplicacion

Conmutativa Conmutativa

a+b = b+a a-b=b-a
Asociativa Asociativa

(a+b)+c = a+(b+c) (@a-b):-c=a-(b-:c)
Existencia de elemento neutro Existencia de elemento neutro
a+0 =a a-1=a

(0 es el elemento neutro de la suma)|(1 es el elemento neutro de la multiplicacion)
Existencia de elemento simétrico

a+(-a) =0

Propiedad distributiva de la suma respecto a la multiplicacién
(@a+b):c=a:-c+b-c

La propiedad distributiva es muy importante ya que permite sacar factor comin cuando un nimero se
repite varias veces:

75+76-73=7-(5+6-3)=7-8=56

Irnportante —

A la hora de hacer operaciones combinadas, recuerda la prioridad de las operaciones,
que es la siguiente, siempre de izquierda a derecha:

1. Operaciones con paréntesis.

2. Operaciones con corchetes.

3. Potencias y raices (que las estudiaras en este mismo tema).
4, Multiplicacion y division.

5. Sumas y restas.

I L

Ejercic/o reswuelto

Realiza las siguientes operaciones combinadas con los nimeros enteros:

5:-8 -[9-(-4)+((13-7)]+6+36:9

IMostrar retroalimentacion|

5:8 -[9-(4)+((13-7)]+6+36:9
19 - Quitar paréntesis: =5:-8-[-9+4+6]+6+36:9=




5.-8-1+6+36:9=
40-1+6+4=

20 - Quitar corchetes:

39 - Productos y cocientes

1
w
(o]
+
(@)}
+
N

1
N
Ul
+
TN

1l
N
(o]

40 - Sumas y restas:

Por Gltimo, en los siguientes videos puedes repasar las cuestiones principales que se han visto en este
apartado, incluyendo las reglas de los signos y el orden en el que hay que realizar las operaciones.

Video de Tuto mate alojado en Youtube Video de Tuto mate alojado en Youtube


https://www.youtube.com/watch?v=MYQIWD06AWc
https://www.youtube.com/watch?v=BifxgRZoIhM

2.2. Miltiplos y divisores. Factorizacion ?jﬂ:l =\

No es casualidad que un mes dure 30 dias, ya que nuestro
calendario es lunisolar y un mes es el tiempo aproximado
que transcurre entre dos mismas fases de la luna.

Como un afo tiene doce meses podemos decir que
aproximadamente en un afio solar transcurre doce veces el
ciclo lunar. De forma aproximada, podemos considerar que
un afio solar es multiplo del ciclo lunar y por el contrario,
que el ciclo lunar es divisor de un afio solar.

Imagen en arte y fotografia por Zeesarh bajo CC

Inpoortante

Decimos que un numero entero a es miultiplo de b (o que b es divisor de a) si al
dividir a entre b la divisién es exacta.

Por ejemplo, 60 es multiplo de 12 (o 12 es divisor de 60) ya que 60 : 12 = 5. También
se dice que 60 es divisible por 12.

Se observa que 60 = 12 - 5. Cuando un numero entero a se escribe como una
multiplicacion de otros enteros (a = b - ¢), se dice que los niumeros b y c son factores
del nimero a, que es un nimero compuesto.

I— _'ﬁ

Criterios de divisibilidad.

Existen unas reglas sencillas, los llamados criterios de divisibilidad, que nos permiten saber si un
numero entero es divisible por 2, 3, 5 u otros, sin necesidad de realizar la divisién. Los criterios de
divisibilidad mas utiles son los cuatro siguientes:

@ Un numero es divisible por dos si termina en cifra par (0, 2, 4, 6 u 8).
Ejemplo: 58 es divisible por dos, pero 57 no lo es.

@ Un namero es divisible por tres si la suma de sus cifras es multiplo de tres.
Ejemplo: 54 es divisible por tres puesto que 5+4=9 es multiplo de tres; 55 no es divisible por tres,
ya que 5+5=10, que no es multiplo de tres.

@ Un numero es divsible por cinco si acaba en cero o en cinco.
Ejemplo: 60 es divisible por cinco; 62 no lo es.

@ Un ndmero es divisible por once si la suma de las cifras que estan en lugar par, menos la suma
de las cifras que estan en lugar impar, da un multiplo de once.

Ejemplo: 88 es multiplo de once ya que 8 - 8 = 0, es multiplo de once. 121 también es multiplo de
once ya que las cifras pares suman 2, y las cifras impares suman 1+1=2, resultando su resta 2 - 2
= 0, que es multiplo de once.

De estos criterios se deducen otros de forma inmediata. Por ejemplo, un nimero es divisible por 6 =
2-3, si es divisible por dos y por tres. Y un nimero es divisible por 10 si acaba en cero.

Para saber rmas



http://www.arteyfotografia.com.ar/3366/fotos/57410/
http://creativecommons.org/licenses/by/2.5/deed.es

Necesitas recordar los conceptos de multiplo y divisor de un ndmero, asi como los
criterios de divisibilidad por 2, por 3, por 5, por 6 y por 11. Puedes ver ejemplos de
como se aplican estos criterios y conocer mas criterios de divisibilidad, pulsando en el
siguiente enlace.

Criterios de divisibilidad

F-__.- _\_"—

Cormprueba o grreraic/o

Contesta las siguientes cuestiones:
Podemos repartir 1065 paquetes de manera exacta entre 5 personas.

Verdadero Falso

' Verdadero

i El nimero acaba en 5.

Falso

896112 ladrillos se pueden empaquetar de 6 en 6.

Verdadero Falso

Podemos juntar en grupos de 10 los 230 turistas japoneses que han venido a
visitar la Alhambra.

Verdadero Falso

<
[}
=
Q
Q
o
0
=
o

NuUmeros primos. Descomposicion de un nhiumero en factores primos.

El concepto de divisor de un numero nos permite estudiar nUmeros naturales que cumplen
determinadas propiedades basadas en dicho concepto. Hablamos de los muy conocidos nUmeros
primos.

Por distintos motivos, desde la antigliedad los nimeros primos han llamado la atencién de matematicos
y cientificos en general. Uno de ellos es la fascinacion que produce su irregular distribuciéon en el
conjunto de los numeros naturales. Los numeros primos aparecen distribuidos aqui y all3,


http://sauce.pntic.mec.es/jdiego/glosario/divisibilidad.swf

encontrandose sectores en donde abundan y otros en donde escasean. Incluso, algunas civilizaciones
han llegado a considerar que eran magicos.

Importante

Un ndmero primo es aquel que sélo tiene como divisores al 1 y a él mismo.
Los niumeros que no son primos se les llama compuestos.

Se puede decir que todo nimero compuesto tiene mas de dos divisores.

I L ———

Para calcular nimeros primos se utiliza la Criba de Eratdéstenes, que consiste en escribir los nimeros
en secuencia e ir tachando primero los multiplos de 2, seguidamente los multiplos del primer nimero
sin tachar y asi sucesivamente. Los niUmeros que se queden sin tachar seran precisamente los niimeros
primos.

Los primeros numeros primos, y que conviene recordar son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 y 19.

| /nportarite

Todo nimero compuesto se descompone en producto de nimeros primos de forma Unica
(no teniendo en cuenta el orden de los factores, ni los signos, ni las unidades 1). A la
descomposiciéon de un numero en factores primos también se le llama factorizacion o
factorizar el nimero.

I— [ —

Este resultado es tan importante que se conoce con el nombre de Principio Fundamental de Ia
Aritmética. Los numeros primos serian, pues, como los ladrillos, los atomos que con la ayuda del
producto permiten construir el edificio de la aritmética.

Veamos un ejemplo:


http://www.juntadeandalucia.es/averroes/centros-tic/18601059/helvia/aula/archivos/repositorio/250/354/html/Plan%204-6-09/criba.htm




2.3. Maximo comun divisor y minimo comun

- iadh AR
multiplo

A

Fijate que el conjunto de los divisores de 12 es {*1,+2,+3,+4,+6,£12} y que {0,+2,+4,+6,%8,...} es
el conjunto de los multiplos de 2, también llamados nimeros pares.

Observa que un numero tiene infinitos multiplos, mientras que el nimero de sus divisores es finito. Por
eso podemos hablar del maximo comin divisor (m.c.d.) y del minimo comén multiplo (m.c.m). La
factorizacion de los nimeros serd muy util a la hora de calcular el maximo comun divisor y el minimo
comun multiplo.

Irnportante —

El maximo comun divisor (m.c.d.) de varios niumeros enteros es el mayor de los
divisores comunes a todos ellos.

Se llama minimo comian multiplo (m.c.m.) de varios nimeros enteros al menor de los
multiplos comunes a todos ellos.

Los pasos a seguir en el calculo del m.c.d. de varios nimeros enteros son:

1. Se descompone cada uno en factores primos.

2. Cada nimero se expresa como producto de factores primos en forma exponencial.
3. El m.c.d. es el producto de aquellos factores primos comunes a todos ellos
tomados con su menor exponente.

Los pasos a seguir en el calculo del m.c.m. de varios nimeros son:

1. Se descompone cada uno en factores primos.

2. Cada numero se expresa como producto de factores primos en forma exponencial.
3. El m.c.m. es el producto de aquellos factores primos comunes y no comunes a
todos ellos tomados con su mayor exponente.

P -

Puedes ver un ejemplo en la siguiente presentacién. Lo haremos con dos numeros, pero se puede hacer
con tres o mas, el proceso seria el mismo (haz clic en la imagen para ir pasando las diapositivas).



Fuente propia

Y en la siguiente escena puedes practicar con estos conceptos. En algunas tendras que ayudarte de la
factorizacion, mientras que en otras podras obtener la respuesta aplicando simplemente la definicién.



Ej/erc/c/o resuelto

En mi casa tengo una pared de 435 cm de largo por 240 cm de alto. Deseo cubrirla
entera con azulejos de forma cuadrada, todos del mismo tamafo, y usando el menor
numero posible de ellos (sin romper ninguno).

¢La medida del lado de los azulejos serd multiplo o divisor del largo y del alto de la
pared?

IMostrar retroalimentacion|

§Si fuese multiplo de las longitudes de los lados, seria el azulejo mas grande que la
i pared. El lado del azulejo, para no romper ninguno, tiene que dividir exactamente a
los lados de la pared. ;

1
1
1
L e e e e e e e e e a4

La longitud buscada para el lado del azulejo, por tanto, serd un divisor de ambos lados y
el azulejo debe ser lo mas grande posible (para utilizar el menor numero de azulejos).
Luego, buscamos el MAXIMO COMUN DIVISOR de las longitudes de los lados. Intenta
calcularlo.

IMostrar retroalimentacion|

Podemos intentar hacer un listado con todos los divisores de ambos numeros vy
buscar el mayor, pero seria tedioso y largo.

Si descomponemos los dos nimeros en factores primos y tomamos los factores ;
comunes con menor exponente, el nimero obtenido serd divisor de ambos nimeros !
(se ha formado con factores que estdn en los dos) y serd el mayor, ya que si hubiese !
otro mas grande tendria algun otro factor cosa que carece de sentido por la forma en !
que ha sido construido.

i Si lo haces, el maximo comun divisor ha de ser 15 y por tanto los azulejos tienen que
i tener 15 cm de lado.

435

3:5.29
240 = 24.3:5

Por tanto el maximo comun divisor de 435 y 240 es 3-5; o sea, 15.

Ej/erc/c/o resuelto

En nuestro instituto funcionan cinco talleres: fotografia, ajedrez, canto, teatro y
literatura. Las reuniones del taller de fotografia se hacen cada dos dias; el de ajedrez
cada tres; el de canto cada cuatro dias; el de teatro cada cinco dias y el de literatura
cada seis dias.

Si el dia 1 de octubre se reunieron los cinco talleres, écuando serd la préxima vez en que
volveran a coincidir las reuniones de todos los talleres?.

IMostrar retroalimentacion|

: Observa que el nimero buscado debe ser multiplo de los 5 nimeros dados, ya que un
'taller se relne cada vez que suma una cantidad fija de dias, es decir, va
' construvendo un serie de miiltinlos (n.e. aiedrez se reline a los 3 dias. a los 6 dias. a

|
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' Ios 9 d|as eI-de teatro a- 5 d|és a Ios 10, a los 15,...).

iPor tanto, queremos un multiplo comun, y deseamos saber la primera vez que
i ocurrira, luego, buscamos el MINIMO COMUN MULTIPLO.

i Como hemos visto antes, descomponemos todos los nimeros en factores primos y
i tomamos los factores comunes y no comunes con mayor exponente. De ese modo es
multiplo de todos y es el mas pequefio posible.

Pues bien haciendo eso, obtenemos que 2,3 y 5 son nimeros primos, 4 = 22y 6 =
2-3; Por tanto el minimo comun multiplo es 22:3-5, o lo que es lo mismo 60.

Luego cada 60 dias vuelven a coincidir. Si coincidieron el dia 1 de octubre, la préxima
i vez sera el 30 de noviembre.

Corprueba o grrerdic/o

Entrénate con los dos siguientes problemas:

Tres luces se encienden a intervalos fijos. Una cada 25 segundos, la segunda cada 20
segundos y la tercera cada 30 segundos. Si a las 12 de la noche coinciden las tres
encendidas, éa qué hora volveran a coincidir?

@ Sugerencia

) Alas 2 de la madrugada.

() Alas 12 horas y 5 minutos.

J Alas 12 horas y 1 minuto.

() Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

| Repasa el planteamiento
Muy bien. El mem(20, 25, 30) = 300, y 300 segundos son 5 minutos
| Revisa los célculos
| Revisa los célculos y/o el planteamiento.
| Solution
1. Incorrecto
i 2. Opcidn correcta i
i 3. Incorrecto ;
i 4. Incorrecto ;

Un depdsito tiene 600 litros de agua y otro 480 litros de vino. Queremos pasar el
contenido de ambos depdsitos a bidones de la misma capacidad maxima, sin que sobre
ni agua ni vino en los depdsitos, sin mezclarlos y dejando todas los bidones completos.
¢Qué capacidad debe tener la bidones?

(@ Sugerencia

(U Bidones de 100 litros.
() 2625 litros.

(0 120 litros.

QO

El vino y el agua no se deben mezclar.




' ¢No seria demasiado grande?

| Solution

1. Incorrecto

: 2. Incorrecto

: 3. Opcidn correcta
: 4. Incorrecto




3. Nimeros racionales iach AR

Del mismo modo que contar impulso el desarrollo de los nimeros
naturales, la necesidad de medir generd la aparicion de las
fracciones o, como se decia hace unas décadas: "nUumeros
guebrados". La palabra arabe para fraccion es al-kasar que es la
raiz del verbo que significa romper o quebrar, lo que dio origen a
que se hablara de niumeros quebrados.

Es evidente la necesidad de contar con partes de la unidad para
poder hacer mediciones y operaciones. Al dividir dos numeros
enteros el resultado no es siempre exacto, y por tanto necesitamos
nuevos numeros que podamos identificarlos con divisiones como
7/3, -4/5, etc.

Expresiones del tipo: "me bebi medio litro de leche, compré un
cuarto y mitad de jamén, queda un cuarto de hora para que suene
el timbre", son muy utilizadas en nuestra vida diaria. Pero, ¢somos
conscientes de a qué nos referimos cuando hablamos de fracciones?

magen en Flickr de etringita bajo CC

Irrporitante

En la actualidad, definimos fraccion como el cociente entre dos numeros enteros 37 ,
en donde n nunca puede ser cero.

NGmeros racionales

El conjunto de numeros formado por todos los numeros naturales, los enteros, y
ademas, todas las fracciones que podemos hacer con ellos, recibe el nombre de conjunto
de los nimeros racionales, y se designa por

I— _'ﬁ

Inportante

Nameros decimales
Si hacemos la divisidon de una fraccién, puede que esta sea exacta o puede que nos de
decimales. En tal caso, podemos obtener tres tipos de nlmeros decimales.

43
0 ﬁ:4:3 ; al que llamaremos numero decimal exacto, porque tiene un
namero finito de decimales.

1 ——
(s 3—013333--- — D:3 ; 0 sea, los decimales no acaban, son infinitos, pero se
repiten sin cesar, esto es, siguen un periodo; este es un numero decimal
periddico puro, ya que su periodo empieza justo después de la coma decimal.

13 =
0 5 2,16666...=2,16 ; 0 sea, igual que antes, solo que el periodo no empieza
justo después de la coma; este es un nimero decimal periédico mixto.

— T—


http://www.flickr.com/photos/69555946@N00/2968480101
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/deed.es

Hay multitud de problemas de muy distintos contextos en los que aparecen las fracciones: medida,
reparto equitativo, trayectos, recetas, areas, etc. Esta amplia variedad nos permitird conocer los
diferentes usos de las fracciones, como por ejemplo:

1. La fraccion como la parte con el todo. En este caso se utiliza para indicar "divisién en partes”,
respondiendo a la pregunta équé parte es? del todo. El denominador de la fraccidon indica el nimero
de partes en las que esta dividido el todo y el numerador las partes que se escogen.

2. La fraccién como reparto equitativo. Responde a la pregunta écuanto le corresponde a cada
uno? Se diferencia del caso anterior en que intervienen mas de una unidad.

3. La fraccion como razon. Responde a la pregunta éen qué relacion estdn? ya que pone de
manifiesto la relacién que mantienen un par de nimeros.

4, La fraccion como division indicada.

5. La fraccion como un punto de la recta numérica.

6. La fraccion como operador. Cuando actla sobre otro nimero, por ejemplo, los 4/5 de 20.

En el siguiente video, con mucho humor, podemos ver como el Profesor Jirafales intenta explicarle a El
Chavo la nocién de fraccion como parte de un todo.

Ejercicio resuelto

Seguro que recuerdas que el primer viaje del hombre a la Luna fue realizado por la nave
espacial Apolo XI, siendo sus tripulantes los astronautas Neil Armstrong, Edwin Aldrin y
Michael Collins.

El lanzamiento se realizd el dia 16 de julio de 1969, y la vuelta a la Tierra tuvo lugar el
24 de julio. En pocas palabras, el viaje consistid en ir de la Tierra a la Luna, amenizar en
nuestro satélite, y el viaje de regreso de la Luna a la Tierra.

La mitad del tiempo de este viaje correspondid a la ida. Del resto del tiempo, una cuarta
parte fue la que estuvo el mddulo espacial en la superficie de la Luna.

¢Qué fraccion del viaje total correspondid al regreso y a la estancia en la Luna? ¢Cuantos
dias durd cada una de las fases?




IMostrar retroalimentacion|

El viaje al completo durd 8 dias. Luego la mitad del viaje que corresponde a la ida son
4 dias, luego la fraccion que representa la ida seria 4/8, o lo que es lo mismo, 1/2.

Una cuarta parte del resto del viaje es 1 dia. Por tanto, a la estancia en la Luna le
corresponde una cuarta parte de la mitad, es decir, 1/8 del total.

Finalmente en el regreso tardd 3 dias, que son las 3/8 partes del total del viaje.

Corprueba o gprreraico

Tangram chino

El tangram chino es un juego basado en
un rompecabezas llamado Chiui Pan, que
significa "tablero de la sabiduria". Para
construirlo a partir de un cuadrado hay
que dividirlo en siete piezas que te
indican estos versos:

De las siete partes, cinco son
triangulos.

Hay un cuadrado que ocupa
la octava parte,

y un paralelogramo que
ocupa lo mismo.

Dos de ellas cuarta parte son,
tres la octava para no desmejorar

y dos la dieciseisava para fastidiar.

Escribe los nimeros que identifican las piezas en los lugares que corresponden:

Figuras con area Figuras con area Figuras con area
un cuarto del area total| un octavo del area total|un dieciseisavo del area total

NN HiN|n L0

Nota: Para la correcta correccion escribe los nimeros de cada grupo en orden creciente.

- Parag saber m3s






http://www.vitutor.com/di/r/a_9.html

i)

3.1. Fracciones equivalentes Y L AR

A

El ciclo de la Luna dura aproximadamente 30 dias. Cada dia, una pequefia parte del ciclo se va
cumpliendo, pero también podemos decir que un pequefio porcentaje del ciclo se va completando.

La siguiente imagen animada representa la zona visible de la Luna segun el porcentaje de ciclo
transcurrido, de tal manera que recorre todas las fases intermedias (luna nueva, creciente, luna llena y
menguante).

luna nueva

Relacidn entre el dia en que ni

y eltotal de lo del mes lunar.

Si te fijas atentamente en la imagen animada anterior, puedes ver que en ocasiones aparecen dos
fracciones igualadas pero que no tienen el mismo numerador ni denominador, son las llamadas
fracciones equivalentes. Junto a ellas aparece un mismo porcentaje asociado a ambas, ya que tanto
una como otra representan al mismo nimero racional.

Por ejemplo, si haces la division (prueba con la calculadora) puedes comprobar que las siguientes
fracciones dan el mismo resultado:
13 & 3 1

36 1B 973

Fijate que el numerador y el denominador se han dividido sucesivamente por el mismo factor, el dos,
salvo en el Ultimo paso que se han dividido por tres. Por tanto, si en una fraccion multiplicas o divides el
numerador y denominador por el mismo nimero, estaras obteniendo el mismo resultado, determinan
un mismo niamero racional y se dicen que son fracciones equivalentes.

/nporiante

Para comprobar si dos fracciones son equivalentes, se multiplican sus términos en
cruz; cuando el producto de extremos es igual al producto de los medios, las fracciones
son equivalentes y por tanto definen el mismo numero racional.

%:& & ad=bc

O lo que es lo mismo, si en una fraccion se multiplica o se divide el numerador y el

denominador por un mismo numero distinto de cero, se obtiene una fraccidon equivalente
A la ariainal-



a-k g ak
=ik i L= bk donde k?é[:l

=ad =]

Simplificar una fraccion es dividir el numerador y el denominador por un mismo

numero, de forma que se obtiene una fraccidn equivalente con nimeros mas pequenos.

Una fraccidon es irreducible (no admite simplificacion) cuando el numerador y el
3 3

denominador son primos entre si. Por ejemplo § o 4 son fracciones irreducibles.

Las fracciones en las que el numerador es un nimero menor que el denominador, se
denominan fracciones propias.

I— _'ﬁ

Las fracciones equivalentes seran el concepto en el que nos basaremos para poder comparar, sumar y
restar fracciones, ya que podremos buscar siempre fracciones equivalentes a las dadas que entre ellas
tengan el mismo denominador y no nos pase como uno de los personajes de la pelicula Granujas de
medio pelo dirigida por Woody Allen, de la que a continuacién se muestra un clip, que se lia un poco al
sumar y comparar fracciones.

En efecto, para poder comparar dos fracciones y poder saber cual es mayor o menor, conviene pasarlas
a fracciones equivalentes que tengan el mismo denominador, de forma que serd mayor o menor la que
tenga mayor o menor humerador respectivamente.

Por ejemplo, sin utilizar la calculadora, nos planteamos qué fraccion es mayor, si 2/5 o 3/7. Para
pasarlas a comun denominador, dicho denominador tendrd que ser un multiplo de 5 y de 7. Se puede
optar por calcular el minimo comun multiplo de los denominadores, o bien vale multiplicarlos
directamente, luego un denominador comun seria el 35. La primera fraccién habria que multiplicarla por
siete y pasaria a ser 14/35; mientras que la segunda fraccién habria que multiplicarla por 5 y pasaria a
ser 15/35. Por tanto la segunda fracciéon es un poco mayor, y deducimos que 3/7 > 2/5.

Irportante




Para reducir dos o mas fracciones a comin denominador basta multiplicar el
numerador y el denominador de cada fraccion por el nimero que resulta de dividir el
minimo comun multiplo de los denominadores entre cada denominador.

Otra forma.
Para reducir dos o mas fracciones a comin denominador basta multiplicar el
numerador y el denominador por el producto de los denominadores de las otras
fracciones.

De dos fracciones que tienen el mismo denominador, es mayor la que tiene mayor
numerador.

E/ercicio reswuelto

Reduce a comun denominador y ordena de menor a mayor las fracciones

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

' Se tiene que m.c.m.(2, 6, 7) = 42, luego la primera fracciéon habrd que multiplicarla :
rpor 42/2=21, la segunda por 42/6=7 y la tercera por 42/7=6, y obtenemos las
i fracciones equivalentes:

po21 35 24 41 34 35 1 4 5
a7 47 497 42542543 7 357 <

]
oy g g g gy S g gy SR ————— a




3.2. Operaciones con fracciones i 3r-| ey

Inpoortante

Para sumar o restar fracciones lo primero es expresarlas con un denominador comun, de
manera que la suma o resta de dos fracciones que tienen igual denominador es

otra fraccién que tiene:

Si no tienen igual denominador, también puede optarse por la siguiente formula, que
implicitamente las transforma en fracciones equivalentes como has visto en el punto 3.1:

por numerador, la suma o resta de los numeradores.

por denominador, el comun a ambas fracciones.
&4 C_ atc
— b

a4 c_ adteb
bTd™ bd

E/ercicio reswuelto

Opera y simplifica todo lo posible:

a.

b.

C.

2 5
3713
7
i
5 1,3
6317

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

a1

a. 3+3 = 24"’2-& =34

Como 31 y 24 son primos entre si, esta fraccion es irreducible, y por tanto no se !

puede simplificar.

b. Pasamos 4 a fraccidén y se realiza la resta:

f_45 7_120 7_13
E=5 5= 5 5 5

—

c. Tenemos que m.c.m.(6, 3, 7) = 42. Por tanto:

2_25 14 13 35-14+412_ 33 11
3+? 477497743 43 4314

Fn el 1ltimo naso se ha simnlificado la fraccidn entre tres.




Inportante

El producto de dos fracciones es otra fraccion que tiene por numerador el producto de
los numeradores y por denominador el producto de los denominadores:

4 £ _ ad-C

El cociente o division de dos fracciones es otra fraccion que tiene por numerador el
producto de los extremos, y por denominador el producto de los medios:

a.c_ ad g
2. — 2§ equivalentemente —
bd — bc b-c

= [ [~ =]

I L

Con los siguientes videos puedes las operaciones combinadas con numeros racionales. Recuerda la
prioridad de las operaciones, que por supuesto siguen siendo validas con las fracciones (primero los
corchetes y paréntesis, luego las multiplicaciones y divisiones, y por ultimo las sumas y restas, siempre
de izquierda a derecha).

En el conjunto de los nimeros racionales se verifican las siguientes propiedades:

Sean a, b y c nUmeros reales cualesquiera se cumplen las siguientes propiedades.

Propiedades de la suma Propiedades de la multiplicacion




Conmutativa Conmutativa

a+b=b+a a‘b=b-a
Asociativa Asociativa
(a+b)+c = a+(b+c) (@a*b)-c=a-(b-0
Existencia de elemento neutro Existencia de elemento neutro
a+0 =a a-l=a
0 es el elemento neutro de la suma 1 es el elemento neutro de la multiplicacion
Existencia de elemento simétrico
Existencia de elemento simétrico a-l —1
a+(-a) =0 a—
-a es el inverso o simétrico de a respecto de la| |
multiplicacion. a es el inverso o simetrico de a respecto de |

multiplicacion.

Propiedad distributiva de la suma respecto a la multiplicacion
(@a+b)-c=a-c+b-c

Fijate que la nueva propiedad que afaden los niumeros racionales, respecto a los nimeros enteros, es la
existencia de elemento simétrico para la multiplicacién. Es decir, dada una fraccion, siempre podemos
encontrar otra de forma que al multiplicarlas se obtenga el valor 1. Por ejemplo, la fraccién simétrica de
3/5 es 5/3 ya que:

En definitiva, el simétrico de la fraccion a/b, es la fraccion b/a.

Para saber rmias —

En el siguiente enlace a una pagina editada por el Gobierno de Canarias, tienes una
amplia gama de actividades dedicadas a las operaciones con fracciones.

Operaciones con fracciones

I — T——

Para finalizar el estudio de las fracciones, vamos a resolver algunos problemas utilizando los nimeros
racionales.

Ejercic/o resuelto

El profesor de matematicas suele desayunar en la cafeteria del instituto: "Por favor, un
café y media de tomate". Su amiga Paqui, que quiere que la invite a desayunar: "Para mi
otra media". El camarero trae una tostada completa. Paqui sonrie, nunca entiende las
bromas del camarero.

En una mesa, mientras se toma su bocadillo, Meki, una chica del instituto, llama a su
profe: "Esto debe estar mal, me salen tres cuartos y no se puede dividir". Paqui, que es |
profe de francés pero suele hacer la compra de su casa, salta: "Pues claro que se puede, |

ayer compré tres cuartos de kilo de carne y me pusieron 750 gramos". Suena el timbre y
todos a clase.



http://www3.gobiernodecanarias.org/medusa/eltanquematematico/todo_mate/fracciones_e/fracciones_ej_p.html
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1. El profesor sabe que en su proxima clase encontraréd mas chicas que chicos. 7
del grupo son chicas y en total son 28. ¢Cuantas chicas hay en esa clase?

IMostrar retroalimentacion|

i Calcula 7 de 28. Recuerda para hacer la fraccién de un nimero se multiplica el
i niumero por el numerador y se divide, el producto, por el denominador.

?'28 =7 = 20 Hay 20 chicas en la clase.

2. Paqui debe ir al cajero a sacar dinero. Piensa que si gasta § de su dinero en la
1
entrada para un coche, 4 en comprarse los muebles que necesita, la décima parte
3

de sus ahorros en un ordenador y § de los mismos en liquidar lo que le falta para
terminar de pagar su casa, aun le quedaran 375 €. "No esta nada mal", piensa ella.
Por cierto, écuanto dinero tiene Paqui?

IMostrar retroalimentacion|

Suma las fracciones dadas, piensa en la fraccion del dinero que le quedara y observa
Ique dicha fraccion del total daria los 375. iAnimo!, seguro que puedes. Cuidado, que
la fraccion no se la haces a 375 sino al total desconocido.
¢Lo tienes? Veamos, la suma de Ias fracciones da .

15 37
s+a+i55 = 20403049 = 10

37 37 40-37 3

PoBr tanto, si gasta 40 de su dinero (x), le queda: 1_40 = 40 40

3
375 - 40
Por tanto, x tiene que ser: £ =g = 5000
' Paqw tiene 5.000 €

3. Por su parte, Meki que tiene 250 € ahorrados, piensa gastarse E de su dinero en

ropa, 10 de lo que aun le quede en musica y 30 € en un libro. Lo que le sobre se lo
regalara a su hermana. ¢Es muy generosa con su hermana?

IMostrar retroalimentacion|

Calcula cada uno de los gastos y réstalo del total restante. Vera como tras comprar el
libro no le queda nada.

3-250
Veamos: 5'25':]: =150 , luego en ropa se ha gastado 150 €, le queda por
tanto, 100 €, la diferencia 250 - 150 = 100.

N 'F’

hora gasta siete décimos de los 100 en musica, 10 100 = =70 , gasta 70 €
n mdusica y, por tanto, le quedan 30 € (100 - 70 =30). Como en el Ilbro se va a
astar 30 €, no le queda nada para su hermana.

Qa o >

4, El profesor de matematicas debe corregir los exdmenes de una clase. Ayer corrigio
3
7 de todos los examenes, hoy piensa corregir £ de los que le quedan, y asi para

mafiana sélo le restaran 8. éCuantos alumnos/as se presentaron al examen?

MActrar varraslimantaciin




|I'IU§I-I al 1 GuuvalinncilIitauiva I|

A . 2 5 i
LEl primer dia, ayer, corrige 7 del total de examenesS()é) 3e quedan 1_§ =7, i
: 3 35 3 ;
iHoy corrige § de los que le quedan, es decir, 57 —% de x (para obtener la:
i fraccion de otra fraccidon multiplicamos). ;
; 2.3_5 5 |
' Asi, en los dos dias ha corregido ',7'""? 7 , es decir, ya ha corregido 7 de x, de!:
i 5_ 7 5 _ 2 i
 modo que aun debe corregir, 1- v — w77 — % del total x. :
o 2r=8 gL=2_28 |
1Si 7T =% entonces: T=097= ;

Cormprueba o grreraic/o

Haz los dos problemas que vienen a continuacion.

1. Una madera tiene un quinto de su longitud pintada de rojo, siete décimos del resto de
azul y los doce centimetros restantes son blancos. éCuanto mide la madera?

@ Sugerencia

60 cm.

& 50 cm.

) 55cm.

£ Ninguna de las respuestas anteriores es la correcta.

No es correcto. Repasa el planteamiento y los calculos

: Muy bien. Observa: si la madera mide x, 1 de x estd de rojo; el resto seria!

1_1 :5 l:i y siete décimos del resto daria, 74_328_ 14 14 de x de:

:azul (hemos S|mpI|f|cado d|V|d|endo numerador y denomlnadsr por52) Luego entre !

i rojo y azul tenemos: 5_|_E — E+Z‘_%_ % ég de x entre el rojo y el azul. Para el

i blanco quedan 255 de x. De donde, RE"T = 12,7 £ = 45-12 =E0N.

____________________________________________________________________________________________________________________

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

____________________________________________________________________________________________________________________

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

: 1. Incorrecto
i 2. Opcidn correcta
: 3. Incorrecto
: 4, Incorrecto

____________________________________________________________________________________________________________________

2. Si de una bolsa de 200 bolas sacamos % del total y de las que quedan quitamos
== , {cuantas bolas quedan en la bolsa?

=
rals
]

[Z) Sugerencia

() 20 bolas.

() No se puede hacer. Salen decimales y no puede ser, deberia partir las bolas.
) 2N hnlac




~ AV VAV 3

O Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

i No es correcto. Repasa los ejemplos de las explicaciones y los calculos. ;

EMuy bien. Trabajas muy bien. 1 20 _M_m , 200 -70 = 130. Tras la
iprlmera extraccion quedan 13 bolas. En el segundo paso, se extraen

13[:] — % =100 bolas. Quedan por tanto, 30 (130-100 = 30).

i Solution

1. Incorrecto
2. Incorrecto
3. Opcidn correcta
4. Incorrecto




4. Potencias y raices iad A

Igual que el producto de nimeros naturales es una manera abreviada de | — . '
representar la suma repetida de un ndmero, elevar un nimero a una -
potencia natural expresa el producto repetido de un nimero por si mismo.

Por ejemplo, si un restaurante nos ofrece un menu compuesto por un
primer plato, segundo plato y postre, disponiendo de cuatro posibilidades
para cada uno de ellos, écuantos menus distintos se podrian pedir?

Habria 4 posibilidades para el primero. Para cada una de esas posibilidades - _ _

. , s Fotografia en Flickr de Sifu Renka
se dispondrian de otras cuatro para el segundo, o sea, 4 posibilidades para bajo CC
la opcién 1, 4 para la opcion 2, etc. Esto nos arroja que por el momento

tenemos 4:4=16 posibilidades, y para cada una de ellas un postre distinto,
0 sea, 16 con el postre 1, 16 con el postre 2, etc. Asi tenemos 16:4=64 posibilidades. O mejor dicho,
4-4-4 posibilidades. Esto lo podemos expresar asi: 43

#

Inportante —

Dado un nimero a y un numero natural n, llamamos potencia de base a y exponente
n, al nUmero

a =g-a-a .. -a (n veces)

qgue se consigue multiplicando la base a, por si misma tantas veces como indique el
exponente n. Por ejemplo:

24=92.2.28=16; 6°=6-6-6-6-6=T776; 48 =4-4-4-4.4-4-4.4 = 65536
La potencia x2 se llama cuadrado, y la potencia x3 cubo. Las siguientes se llaman

potencia cuarta, quinta, sexta, ... y, en general, X" se llama enésima potencia o n-ésima
potencia.

I— _ -

E/ercic/o reswuelto

Ejercicio

Utilizando la definicion anterior, y tu calculadora cientifica resuelve las siguiente
potencias:

45
(=2)*
. g2
(-3
- (-4
(-7)°

Una vez realizadas las potencias, pincha en Ver solucién para comprobarlas.

DA 0T W

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

a. 45=4.4.4.4.4 =1024
b (=2 = (22D (- =16 |


http://www.flickr.com/photos/sifu_renka/6761779847/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/deed.es

FEEN -

- 5.5 =135 |
d(3) =(-3)-(-3)-(-3)(-3)(-3) =243
e (4P =(-9(-9-(-9)=-64 |
o (TP = (=T (=TT (=T (=T)-(=T) = 117649

Ahora te toca a ti:

a 36
G

N
§=:
(-4)°

o

Sooa o

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

____________________________________________________________________________________________________________________

Intenta calcular las siguientes potencias que, aunque parecen iguales, hay algunas
diferencias:

2
o
(-2)°
—952
(-2)°

—53

Do o0 T W

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

oip g (B(D=t o 22-_4 o (B(D(D=-8 1

____________________________________________________________________________________________________________________

Si observas detenidamente el ejemplo anterior podemos sacar algunas conclusiones:

1. Si el signo esta dentro del paréntesis, formara parte de la base y por consiguiente
se repetira tantas veces como nos indica el exponente.

2. Si el signo esta fuera del paréntesis, no forma parte de la base y por consiguiente

se afiadira al resultado de la potencia.
? Qi la hace ec nncitiva el reaciiltadn ceria nncitiva



MM MO e e P VSN Y M) il D M MM MY e v i Y

4 Si la base es negativa y el exponente es par, el resultado sera p05|t|vo
5. Si la base es negativa y el exponente es impar, el resultado sera negativo.

I— —

Las raices o radicales.

Asociado al concepto de potencia tenemos su operaciéon contraria que es la extracciéon de raices, es
decir, dado un numero, nos planteamos qué otro numero elevado a cierta potencia da el niUmero inicial.
Por ejemplo, si tienes un cuadrado cuyo lado mide un metro, aplicando el teorema de Pitdgoras se
obtiene que la diagonal del cuadrado mide un numero que al elevarlo al cuadrado de dos, que lo
representamos como /3 .

Las raices también son necesarias, por ejemplo, para hallar la arista de un cubo cuyo volumen sea 7

cm3. Para ello basta resolver la ecuacién x3 = 7, obteniéndose una raiz cibica: 5 — %I"? , es decir, se
trata de un nimero que al elevarlo al cubo nos de siete.

Inportante

La radicacion u obtencion de raices es la operacién contraria a elevar un nimero a una
potencia. Se expresan con el simbolo radical:

n

d

El valor que aparece dentro del simbolo radical se llama radicando, y la cantidad que
aparece encima del radical se llama indice de la raiz. Esta expresion nos indica el

numero que al elevarlo a n nos de el nUmero a, esdecir: % =56 & b =

Cuando en un radical no se expresa el indice, por convenio se establece que se esta
calculando una raiz cuadrada, es decir, por ejemplo, se escribe /4 en lugar de %@ .

I— T—

Empezards a trabajar con radicales a partir del punto 4.3, pero antes debes conocer unas propiedades o
caracteristicas basicas que poseen las raices.

En primer lugar, debes observar que las raices de indice par de un nimero positivo no son
Gnicas; si quieres obtener la raiz cuadrada de 25, es decir, un nimero que multiplicado por si mismo
sea igual a 25, es claro que +5 resuelve el problema, pero también -5.

Ejemplo: 1§ =14

Y en segundo lugar, observa que si el radicando es negativo, s6lo se pueden calcular raices que
sean de indice impar.

Ejemplo: %‘W — _§ Yaque (-5)-(-5)-(-5) = -125. Y sin embargo no se puede obtener 4\#_125 ola
V—125 .

En efecto, esta claro que T@ — :E? ya que 2:2 = +4 y (-2)-(-2) = +4, pero piensa en f—4 , {puede
haber algdn nimero que al multiplicarlo por si mismo de -4? No, no es posible, ya que por la regla de
los signos, un numero positivo por otro positivo da positivo, e igualmente un nimero negativo por otro
negativo da un resultado positivo, luego al multiplicar un nidmero un nimero par de veces, siempre
saldra una cantidad positiva, nunca negativa.



4.1. Propiedades de las potencias ?3;1 7areN

Vamos a repasar las propiedades de las potencias con exponente natural, realizando los ejercicios que
siguen a continuacion.

Ejercic/o reswuelto

Calcula las siguientes potencias, utilizando la definicidon de potencias vista en el punto 4,
y con ayuda de tu calculadora:

a.1) 93;a.2) 2% ;a3) 23.9%;a4) 97;
b.1) 33 ;b.2) 32;b.3) 33.32 ; b.4) 35;

¢Eres capaz de llegar a alguna conclusion? Después de pensarlo, haz click en Ver
solucion.

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

La conclusidn a la que llegamos es que: :
L gM.g™Mm=gntm ; i
i que es la primera de las propiedades de las potencias de exponente natural: producto :
i de potencias de la misma base. |

____________________________________________________________________________________________________________________

c.1) 99 ;c.2) 23 ; c.3) ré—: ;c.4) 94 ;

d.1) 56 ;d.2) 52 ;d.3) E_Z ;d.4) 54

y ahora, éillegas a alguna conclusién? Haz click como antes.

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

____________________________________________________________________________________________________________________

e.l) (43:‘2 (en este ejercicio debes hacer primero 43 , ¥ lo que obtengas lo debes
elevar a 2); e.2) 46 ;

r1) (259 ;.2 915

En esta ocasion, écudl es la conclusiéon adecuada? Pincha y la ves.

IMostrar retroalimentacion|

| La propiedad seria: i
Pogn™ — gnem

a la que llamaremos potencia de una potencia.

1
1
1
1
L

g.1) 93.43; g.2) 83, g.3) gb
h.1) 52.42 ; h.2) 902; h.3) 204




es el momento de intentar llegar a una conclusiéon que veras al darle a Ver solucidn.

IMostrar retroalimentacion

a™b" = (a-b)"

i.1) 72 0 i.2) (E) — 34

. E 3
j.1) %;J-Z) (g) — 93

te toca de nuevo, llegar a una conclusion. Después pincha en Ver solucion.

IMostrar retroalimentacion|

La ultima de las propiedades es la siguiente:

=)

1 es el cociente de potencias con el mismo exponente.

Propiedades de las potencias de exponente natural

En la siguiente tabla estan resumidas las propiedades de

anteriormente:

Producto de potencias de la misma base

aMm. g = gm+n

Cocientes de potencias de la misma base

am / an = gm-n

Potencia de potencia

(am)n — am-n

Producto de potencias del mismo exponente

am.bM=(a-b)m

Cociente de potencias del mismo exponente

am/b™ = (a/b)m

Cormprueba o grreraic/o

las potencias vistas

Elige las respuestas correctas de entre las siguientes afirmaciones; ten cuidado que

pueden ser varias las respuestas correctas:

" -




[ a) 415
[l b) 48
) ¢) 65536

1. Incorrecto
2. Correcto
3. Correcto

.37
e

a a) 33
] b)27
[l o9

1. Correcto
: 2. Correcto
' 3. Incorrecto

____________________________________________________________________________________________________________________

3.- 352

) a) 325
L b) 37
O C) 31':'

____________________________________________________________________________________________________________________

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

: Solution

1. Incorrecto
2. Incorrecto
3. Correcto

4.- 37.47
L oa) 197




Sw) Lk

| Solution
1. Correcto
: 2. Incorrecto
: 3. Correcto
8'5
5.- 48
O a) 25
a by (8 )
4
[l ¢)64

| Solution

1. Correcto
: 2. Correcto
: 3. Correcto

Con las mismas propiedades anteriores, puedes ver un ejemplo de calculo de potencias de fracciones en
el siguiente video:







4.2. Potencias de exponente entero ?3;1 7areN

En el punto anterior hemos visto las potencias de exponente natural. En este vamos a dar un paso mas,
aumentando el campo de los exponentes a los nimeros enteros. Evidentemente, el paso que tenemos
que hacer es el del exponente negativo, puesto que los enteros son los nimeros enteros positivos (los
naturales) y los enteros negativos. Para comprender mejor como se hace la potencia de un ndmero
entero negativo, vamos a hacer algunos ejercicios de potencia.

Ejercic/o resuelto

52
Calcula, utilizando las propiedades del apartado anterior, la siguiente potencia: &#&

52
Calcula, utilizando esta vez, la definicion de potencia, la misma potencia: g&

Cuando hayas contestado a las dos, pincha en "Mostrar retroalimentacién".

IMostrar retroalimentacion|

52 _k2—6_g—4

Por un lado tenemos que : @ = ;
52 55 1 1
iy por otro lado tenemos 56 7 5-5-5-5-5-5 7 55557 5% ; i
E—4 — 1
i evidentemente estos resultados deben ser iguales, esto es: 54 ;

Seguro que ahora eres capaz de enunciar la Ultima igualdad con letras, de la misma
manera que lo hicimos en el punto anterior.

Para comprobarlo haz clic en el boton.

IMostrar retroalimentacion|

— g™ ; que es la mundialmente conocida como potencia de exponente

Ejercricio reswuelto

Del mismo modo podemos resolver la siguiente operaciéon con potencias:

T
[ ]

Calcula, utilizando las propiedades del apartado anterior, la siguiente potencia: &

52
Calcula, utilizando esta vez, la definicién de potencia, la misma potencia: &2




IMostrar retroalimentacion|

| 52 _ ¢2—2_x0 |
i Por un lado tenemos que: g2 ; i
| 52 5 |
: . o=ee=1. :
1y por otro lado tenemos que: 527 5+ ; :

Irpoortante —

Propiedades de las potencias de exponente entero

Las potencias de exponente entero verifican las mismas propiedades que las potencias

de exponente natural. Ademas de éstas, también verifican la propiedad vista mas arriba,
gue resumimos en la siguiente tabla, en la que aparece también la importante propiedad
de una potencia con exponente cero:

Potencia con exponente cero {ID — 1

Potencia de exponente negativo a—ﬂ — lﬂr
&

Otra propiedad de las potencias, aunque puede parecer obvia, hay que tenerla clara y es
que:

al=a

Ejercicio resuelto

Resuelve las siguiente potencias, utilizando la propiedad anterior:

. 3—4

. (—2)7°
¢ (-2)°
g (—4)7°

IMostrar retroalimentacion|
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4.3. Potencias de exponente fraccionario

Tras estudiar las potencias de exponente natural y
exponente entero, vamos a analizar las potencias
de exponente fraccionario. Para entender mejor
como es una potencia de exponente fraccionario,
vamos a hacer algunos ejercicios.

Y |5 privirs parads sera 5 potencia de
| eopansnts Fazcionsria, que serd ol prdximg

Vas a necesitar la calculadora cientifica no solo bandazo del i
para calcular potencias, en la cuales deberas

poner entre paréntesis las potencias fraccionarias,

sino también para calcular raices de indice distinto

de 2. fuente propia

En tu calculadora debes localizar la tecla INV O

SHIFT,que sirve para utilizar las funciones matematicas que vienen encima de cada tecla de la
calculadora. Pues bien, la manera de poder utilizar esas funciones es dar a esa tecla que estd arriba a la
izquierda, y que segun la calculadora se llama "INV" o "SHIFT".

fuente propia bajo CC

Para escribir raices y potencias, tenemos varias teclas que son las siguientes:

e x2 A

fuente propia bajo CC

La primera como se ve es para la raiz cuadrada: pulsamos esta tecla, después la cantidad y la
calculadora nos da la solucion. La segunda es para elevar al cuadrado un nimero y la tercera es para

elevar un nimero al exponente que deseemos (también puede ser una tecla xY), y al darle a "SHIFT" o
"INV" podemos hacer la raiz del indice que queramos. Como ejemplo calcularemos la raiz de indice 5 de
24:

Tecleamos "SHIFT"; tecleamos ; tecleamos "5"; y por ultimo, tecleamos "24"; la solucién es:

1,888175023. Hay calculadoras que también incluyen la tecla , que nos da el cubo de un nimero
y su funcién inversa, esto es, al teclear "SHIFT" podemos utilizar la raiz cubica.

Xvr

Por ultimo, otras calculadoras tienen la tecla que nos sirve, tras teclear "SHIFT", para lo mismo
que la tecla vista dos lineas mas arriba. Por tanto, para calcular raices tendras que utilizar las teclas

g o ﬂglf'ry donde y seria el indice de la raiz.

Ejercricio reswuelto

Resuelve con la calculadora:
1

a.1) 92;a.2) 9
1

b.1) 252 ; b.2) 2§

1
c.1) 52;c2) §
3
d.1) 52:d.2) /g3

Puedes intuir de qué estamos hablando. Concrétalo en un expresion, y pincha en

7

LLIL W, [ R B LI SNy Sy A |



http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en

Mosurdr rewrodiirientcaciort .

IMostrar retroalimentacion|

m
(%2
o
@
o
-
@
=}
o)
3
o
2}
Qa
c
®
=
B2
a
3

Veamos si sigue ocurriendo cuando el indice no es 2. Calcula ahora:
] 3

a.l) 73;a.2) 7o
2

b.1) 95 ; b.2) 5#‘22

sigues obteniendo los mismos resultados éverdad?, de manera que intenta concluir con
la generalizacién en letras de la potencia de un nimero fraccionario, y pincha después en
Ver solucién.

IMostrar retroalimentacion|

Tenemos que:

n . - .
a™ — "Ya™ , que es la potencia de exponente fraccionario.

s
:
\

Propiedades de las potencias de exponente fraccionario

Las potencias de exponente fraccionario heredan las mismas propiedades que las vistas
en los apartados anteriores. Ademas afiaden la que acabamos de deducir:

T
Potencia de exponente fraccionario| _ 77 — T4 71
a™m™="Va

Corprueba o Jrreraic/lo "

Elige la respuesta correcta en cada uno de los siguiente apartados:

§
1.- 35

| Fijate bien antes de contestar. Prueba con la otra opcién.
| Muy bien.

| Solution



1. Incorrecto
2. Opcién correcta

Solution

1. Opcién correcta
2. Incorrecto

1. Incorrecto
2. Opcién correcta

4.
5

o 33
4

o 38

1. Incorrecto
2. Opcidn correcta




Solution

1. Opcidén correcta
: 2. Incorrecto

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Esta vez he logrado despistarte. Piénsalo mejor.
| Solution

1. Opcién correcta i
2. Incorrecto :

Ejercricio reswuelto

Ejercicios de repaso de las potencias:

1. Pasa a raiz las siguientes potencias de exponente fraccionario:

[y [[ ]

a. 4

[ ]

b. 7

=l

0
.

_2:,

L& [y ]

d. o

. (Y

2. Pasa a potencia de exponente fraccionario las siguientes raices:

o
5
Cad

(9]
—
I
o]
e
Lo




3. Expresa estas potencias como potencia Unica, siempre con exponente positivo:
a. 4—3 .43
b. 32 .36

53
c. 5B

4, Expresa en forma de potencia Unica las siguientes potencias, y calcula el
resultado:

a. 4—3 .93 .53
b. 154 : 5% . 3—%
c. 35.45: 138

d. 9232 ;3%

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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5. Operaciones con radicales iach AR

. - , i) ,
La propiedad principal de las raices es g™ — "4z™ . Por tanto, una raiz se puede transformar en una
potencia, luego las propiedades que verifican las raices son basicamente equivalentes a las de las
potencias.

Inpoortante

Las principales propiedades que verifican las raices son las que se indican en la siguiente
tabla, y se deducen al aplicar las propiedades de las potencias:

Producto de raices del mismo indice| 1737 m\/g — mﬁﬂ*b

e’ rs) T
Cociente de raices del mismo indice m_\j% p— \/%
Raiz de otra raiz WTya — g
o . T T
Raiz de una potencia al — (m@)

Simplificacion m'ha'an.h _ mm

De la propiedad de simplificacion se deduce otra propiedad que aplicamos
continuamente: mﬁam — |

I— _'ﬁ

Extraccion e introduccion de factores en radicales.

Para sacar factores de una raiz, se debe descomponer el radicando en factores primos, de manera que
las potencias de la descomposicidn cuyo exponente sea el indice o un multiplo del indice de la raiz
podran salir fuera de la raiz, que quedara simplificada.

Ejemplos: I8 =/32.2 =/32.43 =3./3
JE7E =837 =52.5.7 = /B2VET =5-V35

En ocasiones puede resultar Util introducir factores de la raiz, haciendo un proceso inverso:

3 3
938 = V23.38 = V3.5 = Y40

Suma y resta de radicales.

Para poder sumar o restar raices tienen que tener el mismo radicando, de forma que la sumas y restas
se realizan sacando factor comuln de la raiz que se repite.




Ejemplo: 10v645vV6—7v6 =(1045-7)-v6 = 86

Tienes que tener muy claro que Jﬁ—l—u@?‘qua—kb . Cuando haya suma o resta de raices con distinto
radicando, NO se puede realizar la operacion y se deja expresada la suma tal cual.

Ejercic/o reswuelto

Opera y simplifica:

V34327 V75

IMostrar retroalimentacion|

Habra que descomponer los radicandos en producto de factores primos, e mtentar
'extraer factores de las raices, para ver si se consiguen radicandos iguales y se'
i puedan realizar las sumas y restas. .

| V33VTTTE = V34 3V3 V352 = V3 3V3T35v3 = V34 3-3V3—5v3 = (149-5W3= 5(

'En este caso al tener 3 en todos los sumandos, se pueden realizar las sumas y
i restas.

____________________________________________________________________________________________________________________

I 21245431047

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

§2~f_+5~.-"_ 10V7 = 2V 2234 5V3—10V7 = 2-2V34+-5V3 107 = 4V3+5V3—10V7 = 9v3— IDJ_

En este caso, al ser distintos radicandos, no se puede realizar la resta. :

IIL. 711

iEn primer lugar habrd que intentar simplificar la fraccidén, utilizando propiedades dei
' las potencias de exponente natural, y luego aplicar la propiedad de la raiz de una:
' raiz.

Producto y cociente de radicales.




Para poder multiplicar o dividir raices tienen que tener el mismo indice. Un paso previo sera por tanto
pasar las raices a un indice comun, calculando el minimo comun multiplo de los indices y utilizando la
propiedad de simplificacion.

Cuando dos raices tienen el mismo indice, es menor la que tiene menor radicando. Por ejemplo,

V3<Ws .

Ejercicio resuelto

43 10
I. Pasa a radicales con indice comun las raices *-"fE, 2,3 VT

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

I. Calculamos el minimo comun multiplo de los indices: m.c.m.(2, 4, 10) = 20,§

, JB S 10p= _ 20 !

luego las raé%es 5, V29 VT se transforman respectivamente en “y/gl0

20 i
Vald y "“72

____________________________________________________________________________________________________________________

II. Pasa a radicales con indice comun, y ordena de menor a mayor, las raices

6= 12
V33, V33 V37

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

6= 12 |

II. Como m.c.m.(2, 6, 12) = 12, las raices \‘@, 3? 3? se convierten :
rﬁpectivarﬁente 1§n 1?.-"313 , 1%@ y 1%?, luego |
V37 < V38 < V318 y por tanto: |

12 6
V37 < V3% < /33

____________________________________________________________________________________________________________________

III. Calcula .ﬁ%‘ﬁ

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

____________________________________________________________________________________________________________________

IV. Calcula /§ - '%.@

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

V. V6 3= 6k . Y3—Y3e3 =41




En los siguientes videos puedes practicar y ver mas ejercicios relacionados con la extraccién de factores
de los radicales, asi como sumas y restas de raices.



http://3con14.com/%E2%94%80-an%C3%A1lisis/42-01-n%C3%BAmeros-reales/40-radicales-gu%C3%ADa.html
http://3con14.com/
http://maralboran.org/wikipedia/index.php/Radicales_%281%C2%BABach%29#Ra.C3.ADces
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5.1. Racionalizar fracciones 2

Como veras en el proximo tema, cuando una raiz no da un nimero exacto, son nimeros con infinitas
cifras decimales que NO se repiten, luego no son numeros racionales, y se les llama nameros
irracionales ( /5 , /3 son numeros irracionales).

No es conveniente realizar divisiones por nimeros irracionales ya que al tener infinitas cifras decimales
producen inexactitudes en las divisiones. Por ello, cuando en una fraccion aparecen raices en el
denominador, se debe transformar la fraccion en otra equivalente que no tenga raices en el
denominador.

Inportante

Se llama racionalizar una fraccion con radicales en el denominador, al proceso de
convertirla en otra fraccién equivalente sin radicales en el denominador.

I— L —

Al racionalizar fracciones se pueden presentar tres casos mas habituales:

CASO I: El denominador de la fraccion es una raiz cuadrada.

Es el caso mas sencillo. Para eliminar la raiz cuadrada se multiplica el numerador y el denominador por
dicha raiz cuadrada.

9
Ejemplo: Racionalizar la fraccion 12 . En este caso habrd que multiplicar numerador y denominador
por la raiz de 13:

9 913 _ 9413 _ 9413 _ 9/13

V137 V13137 V13137 a2 T 13

CASO I1I: El denominador de la fraccion es una raiz de indice mayor que dos.

En este caso para eliminar la raiz, se descompone el radicando en producto de factores primos, y se
multiplica el numerador y el denominador de la fraccion por una raiz del mismo indice que la del
denominador y con un radicando formado por los mismos factores que la raiz inicial cuyos exponentes
hagan que al sumarlos con los de la raiz original, se pueda simplificar la raiz.

Veamos un ejemplo para aclarar cémo es el procedimiento.
23
. . . ., 8
Ejemplo: Racionalizar la fraccion /72 .

Observamos que en el denominador hay una raiz quinta y su radicando ya estd descompuesto en
factores y estd formado por un cuadrado. Para que el siete pudiera extraerse de la raiz deberia tener
exponente 5. Como le faltaria sumarle 3 a su exponente, multiplicamos numerador y denominador por

?/ﬁ , resultando:

] 3] 3] 3]
23 2373 o3yl a3y7d o3yrd
) —h ) —h — & -
.3?2 .i"?Z_ #?3 #?2_?3 #?5 7

CASO III: El denominador de la fraccion es una suma o diferencia con raices cuadradas.

Cuando se presenta esta situacion, para eliminar las raices se multiplica el numerador y el denominador
de la fraccion por lo que se llama el conjugado del denominador, que es la misma suma o diferencia,
pero con el signo contrario.
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Veamos un ejemplo. Se plantea racionalizar la fraccion 1—/% . En el denominador se observa que hay
una suma de un ndmero con una raiz cuadrada (también puede darse una suma de dos raices
cuadradas). Para poder solventar esta situacion se utiliza la siguiente importante propiedad, y que
utilizaras varias veces durante el curso, llamada suma por diferencia:

(a+b)-(a-b)=a’-a-b+b-a-b’=a2-b2

En efecto, cuando se multiplica una suma por una diferencia, aplicando la propiedad distributiva, se
simplifica el resultado y se obtiene que es el primer término al cuadrado menos el segundo al cuadrado.

- . 2_ .
Esto es muy util con las raices cuadradas, ya que: '.':vﬁ:' =vaZ= , luego una raiz cuadrada al
cuadrado es el radicando, como ya has hecho en casos anteriores.
543

Es decir, si queremos racionalizar 1—% habra que multiplicar numerador y denominador por el
conjugado de 1—y3 , que es 1+vZ , obteniéndose:

54v3  (BHVE-(1+HVE) 545V IHVEHVEVE  545VI+VEHV2?  B+6vE42  TH6VT 6
-2 (-20+2) - 123?12 T -1 T -1

Con los siguientes videos puedes practicar la racionalizacidon de fracciones. En el primero de ellos se
realizan varios ejemplos de los casos I y II, mientras que en el segundo video tienes ejemplos de
racionalizacién del caso III.

Ejercricrio resuelto

Racionaliza las siguientes expresiones:

5
L 5

IMostrar retroalimentacion|




| 5_ 58 _54B_545_ |
L BT VBB s2T 5 |
_B

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

II. En este caso, hay que conseguir que el tres del radicando esté elevado a siete:

5 7 7 7 7 5
i 8 g-v38 838 gf3d g3l i

= T T T =7 = ,
| 7 i@ YEs Yz 3 |
T+
I 143

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

| T+2 i
III. Como queremos racionalizar 1+\."_ habrd que multiplicar numerador vy :
i denominador por el conjugado de 14+v3 , que es 1—\3 , obteniéndose: ;

: 743 _ (T+V2)(1—V3) 7734333 _ 7T-T/3+VI—VB _ 7—7/3+/3-VB ,
1+V3 ~ (1+V3)-(1—V3) — 12—(/3)2 - 1-3 —2

Fijate que ya no se puede simplificar mas el numerador, ya que tenemos raices con
i radicandos distintos. :

____________________________________________________________________________________________________________________




6. Ejercicios resueltos de pruebas de acceso
anteriores

i ui)

sdA A

Para finalizar este primer tema, vamos a resolver los ejercicios que se han preguntado sobre este tema
en examenes de la PAU en cursos anteriores, donde normalmente intervienen las operaciones con
raices.

Es recomendable que antes de mirar la solucién, los intentes previamente, por si no hubieran salido del
todo correctos, aprender del error y coger practica.

Ejercricio reswuelto

Prueba de Acceso a Grados para Mayores de 25 aios - Ao 2011

Siendo x un numero real positivo, exprese como un Unico radical la siguiente expresion:

A%/3x =1/ 108x3 +4./3x ++/12x3 +1/243x

y calcule el valor de dicha expresion para x=3.

Nota: En este ejercicio se utilizaran conocimientos basicos relacionados con polinomios y
ecuaciones, y que repasaras en proximos temas.

IMostrar retroalimentacion|

Como ves, se trata de sumas y restas de radicales, debiendo expresarse como un
Unico radical. Los pasos a realizar seran:

1. Descomponer cada numero en factores primos.

2. Extraer factores fuera de cada raiz (para ello los exponentes deberan ser
multiplos de dos, por estar dentro de una raiz cuadrada).

3. Si se espera como resultado un Unico radical, los radicandos que queden
dentro de cada raiz deberan ser iguales, de forma que se puedan realizar sumas
y restas con ellos, obteniendo un Unico radical como resultado final. Ademas, por
l6gica, este radicando comun deberia ser 3x, ya que 3 ya estd descompuesto en
factores primos, y tanto el 3 como la x estan elevados a uno, luego ninguno de
ellos podria salir fuera del radicando.

Si descompones en factores primos los niumeros que estan dentro de las raices (sin
olvidarnos de x, que es un numero real positivo), debes obtener:

@ 3=3

@ 108 = 22.33 (ve dividiendo el nUmero por dos mientras sea posible, luego por
tres, 5, etc. hasta llegar al 1 como resultado de la division)

e 12 =223
® 243 = 3°
Una vez realizadas estas descomposiciones, ya podemos hacer el ejercicio con los

siguientes pasos (lo puedes hacer en menos o mas pasos, en funcién de tu practica
realizando estos ejercicios)

4x/3x -4/ 108x3 +4+/3x +4/12x3 +/243x =

Descomponemos cada nimero de cada radicando en producto de factores primos

= dxy/3X —1/22-3%-x7 +4y/3x +4/22-3-x7 +4/35.x=




Descomponemos cada potencia en exponentes multiplos de dos, por estar dentro de una raiz cuadrada,
y poder extraer factores fuera de la raiz.

= 4xy/3x=1/22-32-3.x2. x + 4+ /3K +1/22-3.x2.x +1/3% . 3.x =

Cada factor con exponente multiplo de dos, se extraen de laraiz. Los factores con exponente 1,
permaneceran dentro de la raiz.

= 4%\/3X —2-3-xy/3x +44/3x +2-x,/3x +32,/3x =

Ahora operamos y sacamos factor comun de la raiz que se repite en todos los terminos 4/ 3x)

= Ax/3x = 6x+/3x +4+/3x +2x+/3x +9+/3x =(dx - 6x+4+2x+9) -\/3x =

.
H
1
1
H
1
H
1
1
H
1
H
1
H
H
1
1
1
H
H
1
1
:
H
E Si se suman los términos dentro del paréntesis donde aparece una x, queda 6x-6x, es decir, cero,
E
H
1
H
1
1
H
1
H
1
1
H
1
1
1
1
H
1
H
1
1
H
1
H

luego el resultado final es:
=13-4/3x

Por ultimo, te piden el valor de esa expresidon para x=3. Sustituyendo en el radical
obtenido la x por el valor tres, saldria:

13V3-3=13/9=13-3=39

Fijate que al calcular la raiz cuadrada de 9 utilizamos el valor +3 y no el -3. Por
i convenio, al calcular una raiz cuadrada se utiliza el valor positivo, y el signo de la
operacién sera el que haya delante de la raiz cuadrada.

1
1
1
L

Ejercricio resuelto

Prueba de Acceso a Grados para Mayores de 25 aiios - Aiio 2010

Simplifica la expresion:

IMostrar retroalimentacion

Para simplificar esta expresion deberas descomponer en factores primos los niimeros
16, 32, 50 y 98, que son:

e 16 = 2¢
@ 32 =2°
@ 50 = 2.52
@ 98 = 2.72

Ademads, para ir simplificando el primer término, que es el que parece mas
complicado, puedes aplicar dos de las propiedades de los radicales:

m\.‘%ﬁ =m™MNm O bien ﬂ#ﬁ'% — ﬂ\,ﬂa_.b

Veamoslo utilizando la primera propiedad.

V2 316+ 532 -V/50- /88 =
=322+ L\f25 JaB2 -2 72 =




¥ - ¥ - 2 ¥ - ¥y - - ¥y = -

En el primer término tenemos una raiz sexta y una raiz cubica. Para poder realizar la
multiplicacion se debe convertir la raiz clibica en una raiz sexta, para lo que habra gue
multiplicar por dos elindice de la raiz y el exponente que hay en el radicando.

En el resto de términos se va operando vy extrayendo factores fuera de las raices.

={/2-v/28 + %-\/‘24-2 -5\2-7\2=v/2-28 + %-22\/5—12\/1
=v/29 + %-V’E—u\@:f/zﬁ-zﬁ +2\/2-12y/2=

Fijate que para poder extraer un factor de una raiz sexta, el exponente debe sermultiplo de
Seis.

=92. . 23 _10\f'_=
Como 6=3-2y3=23-1, enlaprimeraraiz se aplica la propiedad: mﬁka‘ amn =y/an Yy que nos
permite simplificarla de forma gue resulta

=2.%/231-10y/2=2./2-10y2=-84/2

Por tanto, la solucién del ejercicio es —8y3

Ejercricio resuelto

Prueba de Acceso a Grados para Mayores de 25 aiios - Ao 2009

Expresa como un Unico radical

2\/8a3 —\/288a3 +34/128a3 -+/72a% -2\/32a3

siendo a un nimero real positivo.

IMostrar retroalimentacion|

Este ejercicio es muy parecido al del afio 2011. Ya sabes, para poder expresarlo como
un unico radical los pasos seran:

1. Descomponer cada numero en factores primos.

2. Extraer factores fuera de cada raiz (para ello los exponentes deberdn ser
multiplos de dos, por estar dentro de una raiz cuadrada)

3. Si se espera como resultado un Unico radical, los radicandos que queden
dentro de cada raiz deberan ser iguales, de forma que se puedan realizar sumas
y restas con ellos, obteniendo un Unico radical como resultado final.

Si descompones en factores primos los nimeros que estan dentro de las raices (sin
olvidarnos de a, que es un numero real positivo), debes obtener:

e 8 =23

@ 288 = 2°.32 (ve dividiendo el nUmero por dos mientras sea posible, luego por
tres, 5, etc. hasta llegar al 1 como resultado de la division)

e 128 =27
e 72 =23.32
e 32 =2°

Una vez realizadas estas descomposiciones, ya podemos hacer el ejercicio con los
siguientes pasos (lo puedes hacer en menos o mas pasos, en funcion de tu practica
realizando estos ejercicios)




2+/8a% -\/288a% +31/128a% -1/72a -2\/32a% =
=2y/23a3 -\/25.32.a3 +3+/27a3 —\/23.32.a3 -2\/25a3 =

Descomponemos cada potencia en exponentes multiplos de dos, por estar dentro de una raiz
cuadrada, y poder extraer factores fuera de la raiz.

=2+/22.2-a%-a-1/2%.2.32.a2.-a+3\/26.2-a2-a-1/22-2-32-a2.a-2/2%-2-a%-a=

1

H

1

1

H

1

H

1

1

H

1

H

1

E

H

i Cada factor con exponente multiplo de dos, se extraen de laraiz. Los factores con exponente 1,
H permaneceran dentro de la raiz.
H
1
H
1
1
H
1
H
1
1
H
1
H
1
1
H
1
H
H
1
H

=2.2.a\/2a-22.3-a\/2a+3-2%.a\/2a-2-3-a\/2a-2.22.a\/2a=

Ahora operamos y sacamos factor comun de la raiz que se repite en todos los términos (1/2a)
= 4ay/2a-12a+/2a +24a+/2a -6ay/2a—-8ay/2a=
=2a./2a

Por tano, la solucién es: 2442a

Ej/erc/c/o resuelto

Prueba de Acceso a Grados para Mayores de 25 aiios - Aiio 2007

Efectla la siguiente operacion simplificando al maximo el resultado:

2—/2 4
YRR,

IMostrar retroalimentacion|

Fijate que hay raices en los denominadores de las fracciones, y por tanto habra que.
racionalizarlas, para que no queden raices dividiendo. En ningln caso se puede.
realizar la suma de fracciones directamente, ya que no tienen el mismo denommador:
y no es adecuado intentar pasarlas a comliln denominador, por tener raices en sus
expresiones. Por consiguiente lo primero debe ser racionalizar cada fraccion.

Para racionalizar la primera expresién, hay que multiplicar el numerador y el
denominador por la expresion conjugada del denominador. Como el denominador es
242 , deberds multipicar "arriba y abajo" por su conjugado que es 9—_J3 vy

aplicar la formula del producto por un conjugado (a+b)-(a—b)=a2 - b2.

Por otra parte, para racionalizar la segunda fracion, habrd que multiplicar numerador
'y denominador por 3 .

Los pasos para resolver el ejercicio seran:

03 4 (—2)0—2) 447  (2—42)°
2+V2TVI T (242 (2—V2) T VIVE T 4—(v2)2 T 2 i

Ahora seguimos operando y se aplica la férmula del cuadrado de un binomio en el
numerador de la primera fraccion:

_(2=v3)? 43 22-0034(/3)? LA 4 4r+z L4
2

T4V 2 T 4-—2 2

Como tenemos fracciones con el mismo denominador, no hay que calcular el m.c.d. y
directamente sumamos:

_4-= 4F+2 47 6—4-J§+4-J§_§_3
9 = 7 ==

Se observa que los términos con raiz cuadrada se simplifican, dando como resultado :




Para saber mIs

Si quieres hacer mas ejercicios y repasar los conceptos vistos en este tema, puedes
utilizar los siguientes enlaces y presentaciones:

Operaciones combinadas con nimeros enteros

Problemas que se resuelven con fracciones

Problemds con

Presentacion en Slideshare de aitana30
Operaciones combinadas con fracciones 1
Operaciones combinadas con fracciones 2
Calculo de las funciones generatrices
Varios fracciones 1
Varios fracciones 2
Fracciones y decimales
Propiedades de las potencias 1

Propiedades de las potencias 2
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