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1. Sucesiones: numeros ordenados

De pequeiios, a nuestros padres y familiares les hace
mucha gracia cuando aprendemos a decir las vocales: a,
e, i, o, u. O a contar los primeros niumeros: 1, 2, 3, 4, 5...

Después, cuando nos hacemos un poco mayores, no
mucho mas, seis o siete anos, tendremos que recitar y
aprender las tablas de multiplicar, por ejemplo, la del
siete, que es una de las que mas trabajo cuesta:

7x1=17
7x2=14
7x3 =21
7x4 =28
7x5=35

Imagen en Flickr de Marco Colin bajo CC

Algunos, a los que mas le gustan las matematicas, unos
afios mas tarde, memorizamos, por ejemplo, el cuadrado de los primeros nimeros naturales:

1x1=1
2x2= 4
3x3=09
4x4 =16
5x5=25
Las tres secuencias anteriores:
1,2,3,4,5...

7,14,21, 28, 35...

1,4,9, 16, 25...
se denominan sucesiones numéricas. Una primera definicion de sucesidén seria la de un conjunto
infinito de niUmeros ordenados.

Este tema estd dedicado a conocer mejor las sucesiones y algunas de sus familias mas famosas:
progresiones aritméticas y geométricas. Aunque en un principio te pueda parecer un asunto
trivial, sin importancia, ya veras que las sucesiones tienen mas hondura de lo que a primera vista
pueda parecer.

Hay sucesiones muy famosas, entre ellas la de Fibonacci podemos decir que se encuentra en el "top
ten":
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Como has podido ver en el video anterior, la sucesidon de Fibonacci estd presente en la naturaleza o
el arte, pero también se usa en procesos relacionados con la economia, como el llamado retroceso
de Fibonacci.

En este tema también veremos un tipo de sucesiones muy particulares relacionada con temas
econdmicos y financieros, las que nos indican los intereses de una inversiéon o de una deuda.
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1.1. Conceptos basicos

¢Te gustan los pasatiempos? En general son pequenos divertimentos l6gicos que nos hacen pensar y
nos evaden durante cierto tiempo de la realidad.

¢A ver si eres capaz de adivinar este que te proponemos?

Los numeros de la siguiente secuencia tienen relacidon con las figuras que lo rodean, sabrias decir
cual falta.

12 20 18

Imagen de elaboracién propia

La anterior es una secuencia numérica que a pesar de poseer una regla para conocer cada valor
individualmente, no tiene una regla de formacion general. Para nosotros esas seran las secuencias
que nos interesan, las que cumplen una norma para su construccién.

Esto ocurre con los denominados nimeros poligonales. El ejemplo mas sencillo de ellos son los
nameros triangulares. En la siguiente imagen puedes ver como se van construyendo.
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Imagen de elaboracién propia

¢Sabrias decir cdmo continla la secuencia, cudles son el quinto y sexto nimero triangular? ¢Y el
décimo? ¢Serias capaz de dar una regla general para construirlos todos?

De todo esto trata el estudio de las sucesiones numéricas, y a dar respuestas a este tipo de
preguntas esta dedicado el tema.

E/ercric/o reswuelto

En este enlace puedes acceder a una recopilacion de pasatiempos numéricos. La
mayoria de ellos son secuencias numéricas. Todos son entretenidos, pero nos
conformamos con que resuelvas el 1a, el 3 completo y el 6.

Te recomendamos que escribas en un papel las diferentes sucesiones numéricas, y
analices con detenimiento qué relacion existe entre cada término y el anterior.

[Mostrar retroalimentacion|

P m m i m e e e e e

la) La secuencia es 0, 3, 8, 15, 24... Estudiemos las diferencias entre cada
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impares se incrementan en 3 unidades, en tanto que los pares disminuyen en 3. El
término que nos piden es el que ocupa el lugar octavo, par, por tanto serd 72, que
se obtiene de sumar 3 a 69.

3b) 1, 5, 14, 30, 55, 91, 140... Las diferencias entre dos numeros consecutivos
generan la siguiente secuencia: 4, 9, 16, 25, 36, 49. Esta corresponde al cuadrado
rde los primeros numeros naturales. La siguiente seria el cuadrado de 8, es decir,
1 64. Lo sumamos a 140 y obtenemos 204, que sera el término que nos piden.

56) 2, 6, 30, 210, 2310... En este caso, cada término se obtiene del anterior
» multiplicado por un numero, la secuencia de dichos nimeros es 3, 5, 7... Y aqui
' creo que hay un fallo, porque el siguiente es 9, por tanto el término quinto seria
1 210-9 = 1890. Pero aparece 2310 que es igual a 210-11, de ahi lo del fallo.

..............................................................................................

I/npoortarnte —

Una sucesion numeérica es todo conjunto ordenado de nimeros reales.
Gy, Goy Ggy Gy, Gg - -

Cada uno de los elementos de la sucesion se llama término. Como puedes ver, se
utilizan los subindices para conocer el lugar que ocupa cada término en la sucesion.

Se llama término general al que ocupa el lugar indeterminado #, . Dicho término
se expresa como Gg .

En muchas ocasiones, los términos de las sucesiones se pueden determinar a partir de
cierto criterio, este criterio se denomina regla de formacion.

En el caso de nimeros triangulares, tendriamos que %] = 1, Gn = 3, Qg = 6, Qg = 10 ...

Mas adelante veremos por qué, pero puedes comprobar que el término general de la sucesién

_nitn
formada por los niUmeros triangulares es %n =" 5
_2242_ 442 _6_
Veamos que es cierto para el término que ocupa el segundo lugar: &y ="95 =79 =3 = 3

Esa expresion es la regla de formacion de los numeros triangulares que nos permite saber el valor de
cualquier término, ocupe el lugar que ocupe. Por ejemplo, el término que ocupa el lugar 100:

10024100 100004100 10100
=" g5 = 5 ==3==R080

No siempre es posible escribir el término general de una sucesidn con una expresion algebraica,
aunque conozcamos la regla que sirve para hallar sus términos. Es el caso de las sucesiones
recurrentes, en las que cada término queda determinado a partir de los anteriores. La ya

mencionada sucesion de Fibonacci es de este tipo. Recuerda, &1 = 1) Gn =1 , Y a partir del tercer

término se cumple que %n==0,_ 1+ @, o  es decir cada término es la suma de los dos
anteriores.

Aplicando regla recurrencia anterior tenemos que

la I de
a3 =1+1=2, a, =2+1=3, ax =3+2=5...

Si haces clic en el siguiente enlace, puedes acceder a los contenidos del Proyecto EDAD en los que
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se desarrollan los conceptos anteriores, acompafiados de algunos ejemplos y ejercicios.

royecro

Eaucacton 20140

fikb e dcd) d escartes
3%s0 Mateméticas Progresiones

I PN I WY IPRMBRY  Contenidos | Ejercicios | Autoevaluacién | Para enviar al turor | Para saber més

Objetivos
En esta quincena aprenderds a:

* Reconocer una sucesion de numeros.

e Reconocer y distinguir las progresiones
aritméticas y geométricas.

o Calcular el término general de una progresién

aritmética y geométrica.

Hallar la suma de los términos de una

progresién aritmética finita y geométrica

finita o infinita.

o Hallar el producto de los términos de una
progresién geométrica finita.

o Resolver problemas con la ayuda de las
progresiones.

* Resolver problemas de interés compuesto.

RESUMEN

Para empezar, se propone un juego de domind

sencillo: se trata de averiguar la ficha que falta. |1

Autor: Miguel Angel Cabezén Ochoa o
Adaptacién a Dascartes)S: José . Galo Sinchez

Corprueba o Jpureraic/o

Recuerdas las tres primeras sucesiones que vimos al principio del tema:
Los numeros naturales: 1, 2, 3, 4, 5...

La tabla de multiplicar del 7: 7, 14, 21, 28, 35...

Los cuadrados de los nimeros naturales: 1, 4, 9, 16, 25...

Completa las siguientes frases.

a. El término general de la sucesiéon formada por los niUmeros naturales es an =

b. En el caso de la tabla de multiplicar del 7 a |:| = 49,
c. El término general de la sucesion anterior es a, = |:| .

d. En la sucesion de los cuadrados a |:| = 81.
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2. Progresiones aritméticas EY P

Johann Carl Friedrich Gauss, llamado el "principe de las
matematicas", fue un nifio precoz. Tenia 10 afios de edad
cuando un dia en el colegio el maestro pidié6 a los alumnos,
quizas para que lo dejaran tranquilo durante un buen rato, que
sumaran los 100 primeros numeros naturales. Trascurrido
unos pocos minutos, Gauss se acercd a la mesa del profesor
con el resultado correcto de la suma: 5.050.

¢Como lo consiguid? éSumo las cien cifras de forma rapida?
¢Cual fue el razonamiento del pequefio Gauss?

Muy facil, pero a la vez ingenioso. Gauss escribié dos veces la
sucesién, la primera en el orden natural de 1 a 100, y la otra
de 100 a 1. Se di6 cuenta de que la suma de los pares de
nimeros extremos era siempre la misma, 101. Dicha suma
aparecia 100 veces, es decir 100-101= 10.100 era el resultado
de sumar dos veces lo que habia pedido el maestro, por tanto,
bastaba dividir entre 2 esa cantidad. Asi obtuvo el 5.050 que Imagen en Flickr de Agc studios bajo CC
sorprendio6 tanto al maestro como a sus compafieros.

1 2 3 4 ... 97 98 99 100
100 99 98 97 .. 4 3 2 1
Suma 101 101 101 101 ... 101 101 101 101

No es la primera vez que aparece 5.050 en este tema, érecuerdas que era el numero tridngular
correspondiente a 100? El motivo es bien sencillo. En realidad, el nimero triangular que ocupa el
lugar 7, no es mas que la suma de los 5, primeros nimeros naturales. Por ejemplo, el que ocupa
el quinto lugar es el resultado de sumar 1 + 2+ 3 + 4 + 5 = 15.

L]

15

Imagen de elaboracién propia
La sucesién formada por los nUmeros naturales es el ejemplo mas sencillo de un tipo de sucesién con

nombre propio, la progresiéon aritmética. Como puedes ver, no por ser sencillas quiere decir que
no se pueden usar en muchos contextos.
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2.1. Término general A

No solo los tridngulos determinan un tipo de sucesién numérica, también es posible jugar con las
letras del abecedario para generar sucesiones, por ejemplo, con la T.

Imagen de elaboracién propia
¢Cuantos cuadrados son necesarios para construir la primera T? ¢Y la segunda? &Y la tercera? &Y las
sucesivas T?

En un principio parece que basta con contar los cuadrados: 6 para la primera, 10 para la segunda,
14 para la tercera... Pero si queremos conocer la regla de formacion tendremos que fijarnos un poco
mas: 6 para la primera y después se afiaden 4 cuadrados mas a las sucesivas T.

Vamos a escribirlo utilizando la notacion de sucesiones:
a;=6+4+4=6+2-4
Gy = 6+4+4+4=6+3-4

De lo anterior podemos deducir que Gn = 6+(n—l)-4 .

A este tipo de sucesiones se las denomina progresiones aritméticas.

Irpoortante —

Se llama progresion aritmética a toda sucesion en la que cada término,
exceptuando el primero, es la suma del anterior mas una cantidad fija llamada
diferencia.

Es decir Gn =20, 1+ d , donde g es la diferenciay n>1 .

— o T—

La sucesion anterior, la formada por los cuadrados necesarios para ir construyendo las sucesivas T,
es una progresién aritmética en la que la diferencia vale 4.

Corprueba o Jprerdic/o

Algunos de los ejemplos de sucesiones que hemos vista hasta ahora son progresiones
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d. Ld >SucCesiun 1oriraud por 105
nimeros naturales es una
progresion aritmética con
diferencia igual a |:| .
b. Los multiplos de 7 también
forman una progresion aritmética
enqued = ﬁ
c. La sucesion determinada por :
las losetas necesarias para rodear Imagen en Flickr de mckreyness bajo CC
las  jardineras forman una
prcﬁresién aritmética en la que d
Cornprueba o Jrreraic/o
¢Cual de las siguientes sucesiones se corresponden con una progresion aritmética?
“ 5,.55 5,5, -5...
Y -5,0,5, 10, 15, 20...
Sq,11, 111, 1111, 11111,
~ 50, 42, 34, 26, 18...
= 2,4,8, 16, 32...
[Mostrar retroalimentacion|
' Solution
1. Incorrecto
2. Correcto
' 3. Incorrecto
' 4. Correcto
5. Incorrecto

En una progresion aritmética, si son conocidos su primer término y la diferencia es posible conocer
comodamente cualquier término, es decir, es muy facil determinar su término general.

Lo anterior ya lo hemos podido comprobar en el caso de los cuadros que hacen falta para ir
formando las sucesivas T y con las losetas necesarias para rodear las jardineras.
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En general, solo hace falta razonar un poco sobre los primeros términos de la progresién aritmética,
como se puede ver en la siguiente presentacion:

Término genel
una progres
aritmeétic

/rportante —

Una progresién aritmética cuyo primer término es &1 y de diferencia { , tiene como
término general:

Gy = a1+(n—1) -d

En el caso de las losetas, 1 =6 y g—5 , portanto @n =07 +Mn—-1)-b=6+4+5n-5=1+5n
YeneldelasT, &= 6 Yy d =4, portanto @n= al-l-(n—l)"l =6+4n—-4=2+44n

Si haces clic en la siguiente imagen, podras acceder a las secciones del Proyecto EDAD en las que se
desarrollan los conceptos anteriores, acompafiados de algunas actividades.

oivies Ariteribticas

Definichin

una progresiin aritmddica o3 una sucesdn
e que coda tEmmo [menos el pamenm] e
shiiers sumardo al antstior una cantitad
T, d, lamada diloremcia da |2 pragrasiin

# 5 da0 loy ndmercs cada ver son

mayoer w1 dice que | progreman e L =9y e8=geEz
craciinta, iy =i Laafronciaen d= B0
* 5 de0 jox nimers cada vez o0 A L presgta st i ek U BT
w i ficw fue |8 progresdn e )

L LT
decrachante.

Fukia parn bicer i siracos
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Ejercicro reswuelto

La primera fila del patio de
butacas del teatro Antonio Gala de
mi ciudad, tiene 20 asientos, el
resto de filas aumenta en 2
asientos respecto a la que tiene
delante.

¢Cuantos asientos tiene la fila que
ocupa el lugar 15?

Imagen en Flickr de Iokin bajo CC

[Mostrar retroalimentacion|

______________________________________________________________________________________________

La situacién se ajusta a una progresion aritmética donde el primer término,
: a1=20 y la diferencia d =2 .

Por tanto, si queremos saber cuantas butacas hay en la fila 15, basta que
+apliquemos la férmula del término general:

4y =20+ (15-1)2=20+142=20+28 = 48

' Por lo que el nimero de asientos en la fila 15 es de 48.

..............................................................................................

Ejercicro reswuelto

De una progresién aritmética se conocen el valor del segundo y el quinto término,

ag=-4 y ag=

Determinar el término general de la progresion.

[Mostrar retroalimentacion|

P m e

'Sabemos que en una progresion aritmética cada término es la suma del anterior
mas un valor fijo llamado diferencia, g . Entre el segundo y el quinto término se !

ha sumado 5-2= 3 veces la diferencia. Por tanto 05—‘12+ 3d , es deciri
—18——4+3d despejando —14=73d v d—_qt |

EAhora podemos hallar el primer término, %1, Ea que a2=a1+d . Por tantoé

—4= @1—73 . De donde obtenemos que %1 =3 .

iYa podemos hallar el término general de la progresion

! 2 —14 2 14n ,14 16—14 .
an=apt-Dd=F+e-)(FH) =3P =B ;
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2.2. Suma 3" 4':\\
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Recordemos a Gauss y su brillante idea para sumar los 100 primeros nimeros naturales. ¢Podremos
generalizarla para sumar los 200 primeros nimeros? ¢O los n primeros?

Volvamos también a los niUmeros triangulares. ¢Cuantos puntos tendra el que ocupa el lugar n?

Imagen de elaboracién propia

Relacionemos las dos sucesiones anteriores. Por un lado tenemos la de los nimeros naturales 1, 2,
3, 4... Por otro la de los numeros triangulares. Hagamos memoria:

’.
L] —o
£y
[ o @ L L L
& @ & @ @ ....i @ @ @ @
1 3 ] 10

Imagen de elaboracién propia

Podemos ver que el nimero triangular que ocupa el lugar n es igual a la suma de los n primeros
nameros naturales: 1 + 2 + 3 + ... + n.

Operando de forma similar a como lo hizo Gauss, tenemos:

1 2 3 4 ... n-3 n-2 n-1 n
n n-1 n-2 n-3 ... 4 3 2 1
Suma nt+l n+1 n+1 n+1 ... n+l n+l1 n+1 n+1

Por tanto, dos veces la suma de los n primeros nimeros naturales es igual al n:(n+1). Esto quiere
decir que la suma de los n primeros numeros naturales es igual a:

n(n+l) n2+4n
2 - 2
¢Sera posible realizar un razonamiento similar para la suma de los primeros términos de cualquier
progresion aritmética?

Comprobemos que si en la siguiente presentacion:
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Suma de los ter
de una progre:
aritmetica

1of 14

Irpoortante —

La suma de los 5, primeros términos de una progresidon aritmética de término
general Gyn esigual a

(ay+an) - n
n="—_ 9

I— —

E/ercic/io reswuelto

Volvamos al nUmero de asientos que tiene el patio de butacas del teatro Antonio Gala,
qgue vimos en el apartado anterior. Recordemos que la primera fila tenia 20 asientos y
gue el resto de filas aumenta en 2 asientos respecto a la que tiene delante.

Ahora nos preguntamos, cuantos asientos hay en el patio de butacas si dispone de 15
filas en total.

[Mostrar retroalimentacion|

______________________________________________________________________________________________

' El problema planteado se resuelve si hallamos la suma de los 15 primeros:
' términos de una progresion aritmética de la que sabemos que &1 = 20 y d=2

' De un ejercicio anterior sabemos que %15 = 48 .
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S15=2028) 15 885 3415 =510

Por lo que el niumero de asientos totales del patio de butacas es 510.

______________________________________________________________________________________________

E/ercricio reswuelto

' Curso 2009/2010

En una progresion aritmética de 20 términos, el
primero es 5 y el décimo 32. Halla su diferencia y
la suma de sus primeros 20 términos.

Universidades Plblicas IMostrar retroalimentacién|
de Andalucia

.......................................................

+De la_ progresion_ aritmética sabemos que:
i a.1=5 y ‘110=32 . Nos piden la diferencia, :
, Y la suma de los primeros 20 términos,
20 -

'En primer lugar calculamos g . Sabemos que

a10=a'1+9d . Sustituimos  valores vy
despejamos d :

32=549d —=27=9d —=d=3

*Ahora, y aplicando la formula, hallaremos
20 . Pero antes hay que calcular el valor de

Gng = al+19d =5+419-3=5457=62

Por tanto, la suma de los primeros 20 terminos
sera:

+
Soo=152.90=2t2 50670

.......................................................

E/ercricrio resuelto
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' Curso 2010/2011

Sabiendo que el primer término de una
progresion aritmética es 30 y el cuarto es 39,
halla la diferencia de la progresiéon y la suma de
sus primeros 25 términos.

Universidades Piblicas _ _
de Andalucia [Mostrar retroalimentacién|

_______________________________________________________

Los pasos a seguir son idénticos a los del
' ejercicio anterior.

: » Primero hallamos la diferencia ¢ , para lo que
conocemos 1y Gg :

4—a1+3d , es decir, 39=30+43d . Por!
 tanto, d=23. :

.Antes de calcular la suma de los 25 prlmeros.
' términos tendremos que conocer cuanto vale,
i Gor . Operamos: |

Qe =30+24-3 =102

'Ya podemos aplicar la férmula y tendremos
rque

- +age)25  (304102)-25 , 5
Estz(al 0225) _( +2) =132225=1.65q

_______________________________________________________
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3. Progresiones geométricas iach A

Existe una leyenda sobre el supuesto inventor del juego
del ajedrez, Sissa Ben Dahir. Cierto rey hindl se
encontraba muy triste debido a la muerte de su hijo. Para
aliviar su pena, Sissa le ensefidé a jugar al ajedrez.

Quedd tan contento el monarca que le ofrecid el regalo
qgue él quisiera. Sissa tan soélo le pidi6 que le diera un
grano de trigo por la primera casilla del tablero de ajedrez,
el doble por la segunda, el doble por la tercera y asi
sucesivamente hasta completar las 64 casillas.

El rey accedid entre satisfecho y sorprendido a la extrafia
peticion, pero al realizar los célculos se dio cuenta de que Imagen en Flickr de jefedo61 bajo CC
le seria imposible cumplirla.

El nimero de granos de arroz que corresponde a cada una de las casillas es una sucesiéon numérica:
alzl, 0,2:2, 03:4, (14=8, (15216 LU

El primer término es 1, los términos posteriores se obtienen multiplicando por 2 el término anterior,
es decir:

a;=1, ap=21=2=21, 0,=22=4=22 0,=42=8=123 g, =8-2=16=2% ...
Podriamos escribir lo anterior de la siguiente forma: &1 =1 y Op= gn—1 .
Esto nos permite saber cdmodamente el nimero de granos de la ultima casilla, la 64:

264—1 =963 = 9.293.372.036.854.780.000 granos de trigo.
Es decir, 999 . 1018 granos. Y aun tendriamos que sumar todos los granos de las 64 casillas.
¢Entiendes ahora como se quedé el rey cuando se dio cuenta del regalo que le debia a Sissa?

A este tipo de sucesiones se les denomina progresiones geométricas.

Inpoortarte —

Se llama progresion geométrica a toda sucesion en la que cada término,
exceptuando el primero, es el producto del anterior por una cantidad fija llamada
razon.

Es decir @n=a,_1" T , donde r%O eslarazén,y n>1.

En la progresion geométrica de los granos de trigo la razén es 2, un nimero mayor que 1 en valor
absoluto. Esto implica que los términos de la progresion se vayan haciendo muy grande en valor
absoluto, como hemos podido comprobar con los granos que habria que poner en la casilla 64.

Pero también podemos considerar progresiones geométricas en que la razén es nimero menor que 1
en valor absoluto. Observa con detenimiento la siguiente presentacion.
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n
1 -
La progresiéon geométrica anterior %1 =79 ,larazén 7 =7 , y el término general “7? T \ 2 .
Ya veremos como podemos calcular las sumas de las dos progresiones geométricas anteriores.

Al igual que ocurre con las progresiones aritméticas, existe una ley de formaciéon para las
geomeétricas.

al, a2=a1' T; 03=a2- 1‘=a1' 7‘2, a4=a3' T=al' TS, a5=a4' T=al' 7‘4 s =

Irpoortante —

Una progresién geométrica cuyo primer término es %1 y de razén T#O , tiene como
término general:

an — al. rﬂ—l

_—

Ejercic/o reswuelto

Halla los cinco primeros términos de una progresion geométrica de la que sabemos

[Mostrar retroalimentacion|
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. POr 10 que nay aos progresiones posibles:
'Enelcasodeque =3 :1,3,9, 27, 81.
'Y, para r=-3 :1,-3,9,-27, 81.

Corprueba o grreraic/o

Interpola tres medios geométricos
entre 3 y 48.

Interpolar tres medios
geométricos entre dos nimeros a y
b quiere decir intercalar tres
nimeros ¢, d y e entre a y b, de tal
forma que los cinco numeros a, ¢, d,
e y b formen una progresion
geométrica.

Este problema se puede extender a
cualquier cantidad de numeros entre
dos numeros conocidos. Por ejemplo,
interpolar seis medios geométricos
entre @ y b quiere decir intercalar
Imagen en Flickr de sergis blog bajo CC seis numeros entre eIIos, de tal
forma que los ocho numeros,
ordenados de menor a mayor,

formen una progresién geométrica.

Para saber mas sobre interpolacién geométrica puedes ir a este enlace.

Para resolver el problema planteado, completa las siguientes frases.

Tenemos que buscar tres numeros a, b y ¢, de tal forma que 3, a, b, c y |:|
determinen una progresién geométrica.

El primer término de la progresion es 3 y el |:| 48. Sabemos que as = aj-r4,
donde |:| es la razon. Sustituyendo: |:| = 3.r4.

Despejando nos queda que r* = |:| , por tanto r = |:| .

Tenemos entonces que los tres nimeros buscados son |:| , |:| y |:| , que junto con
3 y 48 formaran la progresién geométrica.

' Si haces clic en este enlace, accederas una pagina del portal Vitutor donde esta:
' planteado el problema anterior. Si seleccionas el nUmero 3 que estd recuadrado, :
: podras ver otra forma de resolverlo. i

______________________________________________________________________________________________

Del mismo modo que ocurria con una progresion aritmética, también nos puede interesar en algunas
ocasiones saber cuanto vale la suma de los términos de una progresiéon geométrica. Por ejemplo
para saber cuantos granos de trigo deberia entregar el rey a Sissa o demostrar que la suma de las
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1
potencias de 3 vale 1.

Veamos cuadles son las formulas que nos permiten sumar algunos o muchos términos de una
progresiéon geométrica.

Suma de los tér
de una progre:
geometrica

10f18

Inpoortarite —

@ La suma de los n, pl;_timeroas términos de una progresion geométrica de razon
“dp — dy
r esigual a: Sp= r—1

@ Si la razén es, en valor absoluto, menor que 1, (l"‘|<1) la suma de los

infinitos términos de la progr&esién geométrica toma un valor finito y se calcula
il
utilizando la férmula: < co = 1—r

E/ercic/io reswuelto

Calcula el total de granos de trigo que tuvo que dar el rey a Sissa.

Recuerda que la progresion formada por los granos que corresponden a las 64 casillas
es geométricacon %1 =1 y ,—_9 .
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-Resolveremos el problema utilizando la calculadora cientifica. En primer Iugar-
hallamos el ultimo término:

g agq =0y r83=1. 263 —9.2233- 1018 granos de trigo. :

rVeamos la suma total de ranos en todo el tablero de ajedrez::

. T 464 — 91 2-9.2210! .
i 564 = r—1 = 2—1 = 1.844 - 1019 granos de trigo. :

- cTe parecen muchos? !

______________________________________________________________________________________________

E/ercricr/o resuelto

Demuestra que la sumf de los infinitos términos de la sucesiéon formada por las

sucesivas potencias de 3 es 1.

_1
=2

Recuerda que esa sucesion Ss una progresién geométrica en la que &1 y

1 _ (l)
T =7, por tanto Gn=\2

I[Mostrar retroalimentacién|

e

Apl|camos la formula de la suma de los infinitos términos de una progresmn

geometrlca ya que la razén es menor que 1 en valor absoluto ( Irl - 2<1 ) Por
' tanto tenemos:

' Que era el resultado que nos salia al ir sumando las areas de los suceswos.
- tnangulos que iban recubriendo el cuadrado de area 1.

______________________________________________________________________________________________

Ej/ercic/o reswuelto

Curso 2013/2014

El término aig de una progresiéon geométrica de razon 2 es 2560. Halle el término
a14¢Cuanto vale la suma de los 14 primeros términos?
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| Utilizando la férmula: Gn=01" pa—l ,
' podemos despejar el término aj.

2560
=5
512

PA partir del primer término calculamos el 14 y
+la suma de los 14 primeros:

£IM=5-2 I3=409ﬁ0

2-40960-5
= 3 =81915

.......................................................

| ag=a,2°—2560=a,-512—a,=
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4. Interés simple y compuesto iadh AR

iAhorrar, a todos nos gustaria poder ahorrar! Disponer
de un dinero extra disponible para un gasto imprevisto.

Y si ese dinero ahorrado nos proporciona beneficios,
intereses, miel sobre hojuelas.

¢Y qué tiene que ver el ahorro con las progresiones? Mas
de lo que en un principio puede parecer.

En el caso de que dispongamos de ese dinerillo extra, lo
mas comun es que vayamos a varios bancos a preguntar
cuanto interés nos darian por él.

0O, en el caso de que seamos nosotros los que pidamos
dinero al banco, nos convendra saber cuanto nos costara
ese "favor". Es decir, qué intereses tendremos que Imagen en Flickr de wendypan bajo CC
abonar.

Irpoortante —

Hay dos tipos de intereses: el que se recoge afio a afio, que recibe el nombre de
interés simple, y otro que se va incorporando a la cantidad inicial y sdlo se recoge al
final (por lo que esa cantidad también incrementa, cada afo, la cantidad inicial). Este
segundo tipo recibe el nombre de interés compuesto.

_— .-r""'.' --.__ﬂ"_ﬁ

Veamos con un ejemplo cédmo varian ambos tipos de intereses.

Disponemos de 2.000 euros y una entidad bancaria nos ofrece un 3 por ciento de interés durante
5 aiios.

Vamos a construir una tabla en donde se exprese cémo varia la cantidad de dinero a lo largo de esos
cinco afos, segun el tipo de interés.

Interés simple Interés compuesto
Afios C Intereses C; C Intereses (o
1 2000 60 2060 2000 60 2060
2 2000 60 2120 2060 61,80 2121,80
3 2000 60 2180 212180 63,65 2185,45
4 2000 60 2240 2185,45 65,56 2251,02
5 2000 60 2300 2251,02 67,53 2318,55

Imagen de elaboracién propia

Representamos por Cz’ el capital inicial que tenemos al principio del afio y por Cf la cantidad
final que tenemos en un determinado momento.

En el caso del interés simple, como siempre se aplica un interés del 3 % a la cantidad inicial, el
interés obtenido sera siempre el mismo cada afio:

2.000 - 10% =2.000 - 0,03 =60 euros

Esa cantidad se ird acumulando afio a afio, es decir, las cantidades finales forman una progresion
aritmética de primer término 2.060 y diferencia 60:
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Cf = 2.000+60¢ , donde ¢ son los afios transcurridos.

En cuanto al interés compuesto, el primer afio sera igual que el
simple, pero en los afios posteriores no se aplicaran a 2.000, sino al
capital final del afio anterior.

# El primer afio el interés serd 2.000 - 0,03 =60 euros , luego el
capital final sera:

Imagen en Flickr de

Image_of_money bajo CC

2.000 + 2.000 - 0,03 = 2000 - (140,03) = 2.000 - 1,03 = 2.060 euros

El segundo afio el interés sera el 3 % aplicado a 2.060, es decir 2.060 - 0.03 , por tanto el capital
final sera:

2.060 + 2,060 - 0,03 = 2060 - (1-+0,03) = 2.060 - 1,03 = 2.000 - 1,03 - 1,03 =2.000 - (1,03)% = 2.121,80 euro:

Operando de forma similar, el tercer afio el capital final sera:
2.121,80 4 2.121,80 -0,03=2.121,80 - (140,03) = 2.121,80 - 1,03 = 2.000 - 1,03 - 1,03 - 1,03 = 2,000 - (1,03)° = 2.185,45 euro

El capital final obtenido cada afio determina una progresion geométrica de primer término
2.000 - 1,03 y razén 1,03

Cf =2.000 - 1:03t , donde ¢ son los afios transcurridos.

Por tanto, el cuarto afio el capital final serd de 2.000 - 1,034 = 2.251,02 euros , y el quinto afio
de 2.000 -1,035=2.318,55 euros .

| — /rportarite —

Si hemos invertido un capital C,‘ a un interés de sy por ciento durante ¢ afos, el
capital final Ct que obtendremos sera:

Interes simple: Cy=Cy;+C;-2-t=C;-(1+42-1)
, donde 2= ﬁr(
Interes compuesto: Cy=C,- (1+i)t

— e T—

Ejercrc/o reswuelto
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Hace cuatro afios se depositd una cantidad de
dinero en una cuenta de ahorro, a un interés
compuesto, con un rédito del 4 % anual. Si el
capital obtenido finalmente es de 6.424,22 euros,
calcule el capital inicial que se depositd y los
intereses totales que ha producido en los 4 afios.
Universidades Publicas
de Andalucia

|Mostrar retroalimentaci6n|

______________________________________________________________________________________________

Situemos el problema planteado.

Nos piden el capital inicial, es decir Cé .

El periodo de tiempo es 4 afios, por tanto ¢ =4 .

El interés compuesto es del 4 %, por lo que % =0,04 .

El capital final es de 6.424,22 euros, es decir C4 =6.424,22 .

Sabemos que Cg4=C;- 1,044 =, -1,16985 . Despejando tenemos que
' ;s A =

| Ci= 1,16985 =5.4391,43 euros

' Los intereses son el resultado de restar el dinero depositado y el capital obtenido: !

| C4—C,=6.424,22-5.491 49 = 93273 euros . |

______________________________________________________________________________________________

En el siguiente video del canal de YouTube de juanmemol puedes ver cémo se resuelve un problema
de interés compuesto que te ayudara a comprender todos los conceptos definidos anteriormente.
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Ej/ercricrio resuelto

' Curso 2011/2012 (continuacion)

Una persona coloca 20.000 € en un producto de
inversion que ofrece una rentabilidad anual del
2 % de interés compuesto durante 3 afos.
Determina los intereses producidos cada afio y el
capital final obtenido al acabar el plazo previsto.

Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

______________________________________________________________________________________________

+ En primer lugar, dejaremos claro los datos de que disponemos.

| El capital inicial, C;=20.000 euros .
| El interés es compuesto del 2 %, por tanto %= 0,02 .
iY el periodo es anual de 3 afos, luego ¢+ =3 .

Nos piden, el capital final al cabo de 3 afos, C3 y los interes obtenidos cada afio.

i Empezemos por el capital final, !

| C3=C1 - (144)° =20.000 - 1,023 = 21.224,16 euros . |

: Veamos cuales son los intereses anuales. '

: | EI primer afio 20.000 - 0,02 =400 euros .

. ' El segundo afio habra que aplicar dicho 0,02 a 20.0004+400 = 20.400 euros :
, por tanto tendremos 20.400-0,02 = 408 euros

| El tercer afio se aplicara el 0,02 a 20.400+408 = 20.808 euros , lo que dara |
1 20.808 - 0,02 =416,16 euros

'Por Ultimo, y sélo como observacién, si sumamos 400 + 408 + 416, 16'
+ obtendremos 1.224,16 euros, que son los intereses totales de los tres afios, que al :
'sumarlos a 20.000 nos dara los 21.224,16 euros de capital final que ya hablamos
' obtenido.

______________________________________________________________________________________________

E/ercic/io reswuelto

Curso 2009/2010 (continuacion)

Un banco concedié a una empresa un préstamo a un interés compuesto del 6 %
durante 5 afos y al cabo de ese tiempo el interés acumulado es de 3.382,25€. ¢Qué
capital presté el banco a la empresa?
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_______________________________________________________

En primer lugar, situemos el ejercicio.

El capital que prestd el banco a la empresa es
| el capital inicial Cj .

' La cantidad total que pagé la empresa por ese !
| prestamo a 5 afios es el capital final C¥ . -

EI interés es del 6 %, por tanto 2=0,06 .y eI !
t|empo 5 afios, es decir ¢ =54 .

i Los intereses acumulados son la diferencia:
rentre el capital prestado por el banco y el:
agado por empresa, es decir !

g—Cqs=3. 382 ,25 euros . :
| Sabemos que C5 =C5 (1, 06) , por tanto
L Cy - - (1, 06) C;=3.382,25 . operando 5
L Gy (1,065 -1)=3382,25C; 0338225 =3.382,25 + C; =10.000 eurosé

' Es decir, el capital prestado fue de 10.000 !

_______________________________________________________

E/ercricio resuelto

’

Universidades Publicas
de Andalucia

Curso 2015/2016

Un capital de 20000 € ha producido en 4 afos,
mediante interés simple, un interés de 2200 €.
¢Cuanto hubiese producido de interés si se
hubiese colocado a interés  compuesto,
suponiendo que el rédito anual es el mismo en
ambos casos?

[Mostrar retroalimentacion|

.......................................................

+ Conocemos el tiempo, el capital final y el:
. capital inicial con el interés simple, luego .
' podemos calcular el interés: !

| Cr=Cy(1421) i
| 22200 = 20000(1+4%-4) |

! . 1L11-1 :
; i =="53—=0,0275 s

i Aplicamos ahora la formula del interés
1 compuesto: '

Cf = C.l'(l-l-i)t
Cr= 20000(1,0275)4 = 22292,46 :
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5. Apéndice sl AR

A

En este tema hemos desarrollado los aspectos mas basicos de dos tipos muy particulares de
sucesiones numeéricas, la progresiones aritméticas y geométricas. Ambas modelizan diversas
situaciones de la realidad, siendo las mas conocidas el calculo de los intereses bancarios.

Las sucesiones significan un primer acercamiento al concepto siempre complicado del infinito, es el
caso de las sumas infinitas de progresiones geométricas de razéon menores que uno en valor
absoluto. Existen multitud de paradojas y problemas clasicos matematicos que se han resuelto
gracias a la ayuda de este tipo de herramientas matematicas.

/rpoortance
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adjuntamos un mapa conceptual con la recopilacién de todas:

SUCESIONES
NUMERICAS
[Lﬂ\r de formacion n]
término general
[ngrzsianu]
/ \
P. ARITMETICAS P. GEOMETRICAS
| |
a,=a,+(n-1)-d a,=a,r" I:zmﬁ"
I I ‘
g = fBetRala S.= Tt r>1 — s, =0t gijrl<t
[Intefél ﬂmple] [Inturiu :ompumo:l
C,=C,«(1+i't) ct=c,-'(1+|]‘
ﬁns m“m’r;:;
Imagen de elaboracién propia
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5.1. Recursos sl )y AR

A

o))

Existen multitud de herramientas informaticas que nos facilitan los calculos y operaciones con las
sucesiones.

La calculadora en linea Wiris dispone de varios comandos para trabajar con las progresiones
aitméticas y geométricas. Por ejemplo, existe una funcién que detecta el tipo de progresion que
corresponde a una secuencia de numeros. Para ver todas las posibilidades que ofrece Wiris
relacionadas con las sucesiones, haz clic en la siguiente imagen:

- p=progresién(3,5,7,9) =+ 3.,5,7,..,1+2 n,..arithmetic

sigma_progresion(p,1,3) =+ 15 =l
" | p=progresién{t,t) = ttt,..t,..constant
-E sigma_progresion(p,1,7) =+ T-t
[ 1
E-. G=progresion(1,r,r’,r') = 1,r,r?,...,T-r“....geametric
. M 1
sigma_progresion(G,1,n) =+ e

Las hojas de calculo son también unas herramientas muy potentes y cdmodas para trabajar con las
progresiones. En la siguiente presentacion puedes ver algunas aplicaciones de ellas.

Progresion
aritmeticas
geomeétricas
hoja de calc

1of 23

Por Ultimo, en internet existen multitud de paginas que contienen calculadoras de intereses en linea.
Si haces clic en la siguiente imagen puedes acceder a una de ellas:

31de 37



CALCULADORA DE RENTABILIDALD

Eata calouladora te parmita conocer 3 rentabilidad de una inversion segun wun parcentae
de interds y bempo de nversidn:

Dinere Invertido: Canbidad de donerc en la inversion.
- Imterés Anual: Porcentaje de intarés anual,
Tlempo: Duracidn de la mversidn,
- Impuestos *; Ratencidn da impuestes sobre la invarsion
(21%: hasta 6.000€ da nkterasas)
[25%: 6.000L 3 24.000¢ de mtareses)
(27%: A partir de 24 000€ de intereses)

Datos Resultados

Danare Inverbida: | Rentabilidsd;

Inberés Aniisd {0): 4 | Impusestng™: —l
Impuestos (%) 21 | Total: —|
Tiempa: | ming | Total Acum.: —|

Camlcular | Impirmin

Como puedes observar, incluyen una opcién para deducir los impuestos a los intereses recibidos,
cuestidon esta que no hemos contemplado en los contenidos desarrollados, pero que en la realidad no
hay que olvidar.
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5.2. Curiosidades

Curiosiclac!

Comenzabamos el tema hablando de Fibonacci, estaria bien acabarlo disfrutando de
un video donde se expone con belleza la magia de la sucesién por él descubierta.

Curiosiclac!

Ademas de estar presente en la naturaleza, las sucesiones numéricas dan mucho
juego, nunca mejor dicho, a la hora de resolver pasatiempos. Si haces clic en la
siguiente imagen puedes ir a una entrada del blog del grupo Alquerque dedicada a
juegos numeéricos.
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5.3. Para saber mas

' Universidad Autonoma
| Facultad de Pedagogia e In

Sucesiones nt
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Tema

INTERES SI
COMPUE

FPara saber rmas

Terminamos con una relacion de enlaces con los que podras repasar y ampliar muchos
de los contenidos tratados en el tema:

€ Sucesiones.
© Progresiones aritméticas.
€ Progresiones geométricas.

¢ Interés simple y compuesto.
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Aviso legal iadh, AR

Aviso Legal

El presente texto (en adelante, el "Aviso Legal ") regula el acceso y el uso de los contenidos desde los que
se enlaza. La utilizacion de estos contenidos atribuye la condicién de usuario del mismo (en adelante, e
"Usuario ") e implica la aceptacion plena y sin reservas de todas y cada una de las disposiciones incluidas
en este Aviso Legal publicado en el momento de acceso al sitio web. Tal y como se explica mas adelante
la autoria de estos materiales corresponde a un trabajo de la Comunidad Auténoma Andaluza,

Consejeria de Educacion (en adelante Consejeriade  Educacion ).

Con el fin de mejorar las prestaciones de los contenidos ofrecidos, la Consejeria de Educacion se reserve
el derecho, en cualquier momento, de forma unilateral y sin previa notificacion al usuario, a modificar
ampliar o suspender temporalmente la presentacion, configuracién, especificaciones técnicas y servicios
del sitio web que da soporte a los contenidos educativos objeto del presente Aviso Legal. Er
consecuencia, se recomienda al Usuario que lea atentamente el presente Aviso Legal en el momento que
acceda al referido sitio web, ya que dicho Aviso puede ser modificado en cualquier momento, de

conformidad con lo expuesto anteriormente.

Régimen de Propiedad Intelectual e Industrial sobre los contenidos del sitio web.
Imagen corporativa. Todas las marcas, logotipos o signos distintivos de cualquier clase, relacionados
con la imagen corporativa de la Consejeria de Educacion que ofrece el contenido, son propiedad de le
misma y se distribuyen de forma particular segun las especificaciones propias establecidas por le

normativa existente al efecto.
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