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1. Introduccion

Una de las ramas de la matematica mas novedosas es la teoria de probabilidades, que estudia las
probabilidades asociadas a sucesos aleatorios. Es posiblemente el area de las matematicas que tiene
una aplicacion mas directa y un efecto mas importante en nuestra vida cotidiana.

El origen del célculo de probabilidades esta relacionado con la practica de los juegos de azar.

Los antecedentes de la teoria de la probabilidad aparecen en la correspondencia entre nuestro principe
de la matematicas Pierre de Fermat y Blaise Pascal. Esta correspondencia comienza cuando en 1654,
Antoine Gambod, conocido como Caballero de Méré planted a Pascal el problema de cémo repartir la
apuesta realizada en un juego de azar cuando éste se ve interrumpido por algin motivo y, en ese
momento, uno de los jugadores lleva ventaja sobre el otro.

Este es el problema: Dos jugadores, que han depositado una apuesta inicial, lanzan repetidamente una
moneda, el primero gana si sale cara y el segundo si sale cruz. Han decidido que el primero que gane
seis veces (consecutivas o no) se llevara el total de la apuesta. En un momento dado han salido (en
cualquier orden) cinco caras y tres cruces y el juego debe ser interrumpido. ¢{Como deben repartirse la
apuesta?

En la siguiente escena puedes ver la solucidén a este problema:

Podriamos llamar al estudio de las probabilidades como: las matematicas de la incertidumbre. El primer
libro sobre probabilidades fue escrito por Jakob Bernoulli en 1713 y se titulaba Ars Conjectandi (Arte de
la conjetura). Bernoulli explicaba en su libro; "Definimos el arte de la conjetura como el arte de evaluar
lo méas exactamente posible las probabilidades de las cosas, de modo que en nuestros juicios y acciones
podamos siempre basarnos en lo que se ha encontrado que es lo mejor, lo mas apropiado,lo mas
seguro, lo mas aconsejado; éste es el Unico objeto de la sabiduria del fildsofo y la prudencia del
gobernante".
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Bernoulli nos indica como el estudio de las probabilidades de unos sucesos en un experimento concreto
nos va a ayudar en la toma de decisiones, escogiendo siempre la mas adecuada, la mas probable.

En los juegos de azar, el conocimiento de las probabilidades asociadas a sucesos sobre los que se puede
apostar en un juego concreto, nos pueden ayudar a tomar decisiones sobre como apostar para ganar
con la mayor probabilidad posible.

¢Jugamos?

- Curiosidad

Uno de los juegos con mas arraigo en nuestro pais es, sin duda, la loteria. Y la reina
entre las loterias es la loteria de navidad. La loteria de navidad puede considerarse en
Espafia como un juego tradicional, que forma parte de la cultura popular.

En la Loteria de Navidad se extraen dos bolas de cada una de un bombo distinto. El
primero corresponde a todos los nUmeros que participan en el sorteo. El segundo bombo
corresponde a los premios. El juego consiste en sacar al mismo tiempo una bola de cada
uno de los bombos. Asi se obtiene un nimero y su premio correspondiente. El proceso se
repite hasta que no hay bolas en el bombo de los premios. Es un experimento
compuesto de otros dos experimentos simples.

Los origenes de la loteria nacional que conocemos hoy se sitlan en plena Guerra de
Independencia, el 18 de diciembre de 1812, aunque aun no se denominaba asi. Hubo
que esperar al afio 1892 para que por primera vez fuera oficial la denominacién Sorteo
de Navidad, que se utilizd en la lista de premios. Entonces se celebraba el 23 de
diciembre. En 1897 se incluyd por vez primera ese nombre en los décimos de la loteria.

Curiosidades:

En 32 veces el gordo ha terminado en 5, pero nunca ha sido en 25. Le sigue el 4, con 27
veces, y el 6 con 26. En esta clasificacion ocupa el ultimo puesto el 1, con solo ocho
veces; el 2, con 13 y el 9 con 16.

Los numeros 15.640 y el 20.297 son gordos repetidos: el primero salié en 1956 y 1978,
mientras que el segundo lo hizo en 1903 y 2006.

En cuatro ocasiones el primer premio ha correspondido a nimeros terminados en tres
cifras iguales: 25.444, 25.888, 35.999 y 55.666.

El nimero mas bajo que ha obtenido el primer premio es el 00523, en el afo 1828,
mientras que el mas alto fue el 78.294, en el sorteo de 2009.

Las ciudades en las que mas veces ha tocado el gordo de la Navidad son: Madrid, en 72
ocasiones; Barcelona (37) y Sevilla (15).




Anuncio de la loteria de navidad 2013-2014




2. Experimentos compuestos. Diagramas de
arbol

Imagen de alvy con licencia Creative Commons

Gonzalo y Blanca estan pensando ampliar las apuestas habituales de su pefia "Los Improbables"
comprando también un décimo de la loteria nacional todas las semanas. Deciden ir a ver a su amiga
Maria José para conocer mejor este juego, ella se lo podra explicar desde un punto de vista matematico.

Maria José les aclara que en la Loteria nacional los jugadores apuestan por un nimero de 5 cifras, es
decir, el espacio muestral son todos los nimeros comprendidos entre 00.000 y 99.999. Durante el
sorteo se extraen 5 bolas de 5 bombos diferentes, cada bola se corresponde con una cifra desde las
decenas de millar a las unidades. Este juego por tanto estd formado por mas de un experimento
aleatorio simple ya que es necesario realizar cinco extracciones de una bola de cada uno de los bombos,
de manera consecutiva, para poder completar el juego. Es pues un claro ejemplo de lo que en teoria de
probabilidades se conoce como experimento aleatorio compuesto.

Experimentos como el lanzamiento de un dado, el lanzamiento de una moneda, extraer una carta de
una baraja e incluso extraer una bola de un bombo son experimentos simples, mientras que aquellos en
los que facilmente podemos distinguir dos o mas etapas son experimentos compuestos; seria el caso del
lanzamiento de dos dados, la extraccion de varias cartas de una baraja o el lanzamiento de varias
monedas.

[rportante

Un experimento compuesto es aquel en el que cada prueba equivale a la realizacién
conjunta de varias pruebas simples, ya sea simultdnea o sucesivamente. La probabilidad
de un suceso de un experimento compuesto se calcula a partir de las probabilidades de
los sucesos simples que lo forman.

Para calcular la probabilidad de un suceso de un experimento compuesto se pueden usar varios
métodos. Una de estos métodos consiste en usar los diagramas en arbol. En el diagrama, en cada paso,
vamos escribiendo las probabilidades de los experimentos simples que componen nuestro experimento
compuesto.


http://www.flickr.com/photos/alvy/2037406977/

Se observa el camino de las ramas que nos conducen a la soluciéon. El producto de las probabilidades de
las ramas de dicho camino sera la probabilidad del suceso solucién.

En la siguiente escena estudiamos la probabilidad de que salga el nimero 61.731 en el préximo sorteo
de loteria. La probabilidad de cada bola en cada bombo es de 1/10. Asi pues la probabilidad de que
salga el nimero 6 en el bombo de las decenas de millar es de 1/10. La probabilidad de que salga el
numero 1 en el siguiente bombo es de 1/10. Y asi seguiriamos hasta el final.

En este caso la probabilidad buscada es:

11111 1
P(Salga 61731):E-m-ﬁ-m-m:ﬁ:D,DDDDI

[mrportante

La probabilidad de un camino, en un diagrama de arbol, es igual al producto de las
probabilidades de las ramas de dicho camino.

Ejercicio resuelto

Blanca y Gonzalo estan pasando la tarde en el local |
que tiene su pefia de "Los Improbables". Se
plantean un juego, lanzar una moneda 3 veces




consecutivas. Se preguntan, ({tiene la misma
probabilidad sacar tres caras consecutivas de la
moneda que sacar tres cruces?. Ayuda a nuestros
amigos a responder la pregunta.

Imagen de MrB-MMX con licencia
Creative Commons

IMostrar retroalimentacion|

En este caso se trata de un experimento compuesto. Lanzar tres monedas al aire
simultaneamente, o una detras de otra, y anotar si sale cara(C) o cruz(X) en cada
una de ellas; es equivalente a realizar tres experimentos simples en los que lanzamos
una moneda al aire y anotamos si ha salido cara(C) o cruz(X).

Vamos a resolverlo con ayuda de un diagrama en arbol:
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[T Ver Probabilidad de tres Caras
[~ Ver Probabilidad de tres Cruces
Haz clic sobre la imagen para ver la animacion

Como hemos podido observar, la P(CCC)=P(XXX)= 1/8

También puedes ver la solucién de P(CCC) en el siguiente video.


http://localhost:51236/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_a0vckl/MA2_U5_T2_Contenidos_1819_v01/caracruz_v25.html
http://www.flickr.com/photos/marlon-bunday-mmx/4483618323/

Corprueba o gprrerdaico

En la siguiente imagen tienes el diagrama de arbol del experimento: En urna donde hay
dos bolas rojas y tres bolas verdes. Sacamos una bola, anotamos su color y la
devolvemos a la urna. Realizamos este proceso tres veces.
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1. ¢Cual es la probabilidad de que las tres bolas sean iguales?
Sugerencia

(a) 35/125
(b) 8/125

(c) 27/125
(d) 90/125

Correcto. P(Las tres bolas sean iguales) = P(sean tres bolas rojas o sean tres bolas !

viAarAA~AY DDA D NANADY @ DN AN AN - O/4NE + D7/4NC —- DC/41N0C 1
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Incorrecto. P(Las tres bolas sean iguales) = P(sean tres bolas rojas o sean tres bolasi
iverdes) = P(RNRNR)+P(VNVNV)=28/125+ 27/125 = 35/125 ;

Incorrecto. P(Las tres bolas sean iguales) = P(sean tres bolas rojas o sean tres bolasi
rverdes) = P(RNRNR)+P(VNVNV)=28/125+ 27/125 = 35/125 ;

Incorrecto. P(Las tres bolas sean iguales) = P(sean tres bolas rojas o sean tres bolasi
iverdes) = P(RNRNR) + P(VNVNV)=28/125 + 27/125 = 35/125 ;

| Solution

; 1. Opcion correcta
; 2. Incorrecto
i 3. Incorrecto
: 4, Incorrecto
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2. ¢éCudl es la probabilidad de que la Ultima bola sea roja?
Sugerencia

O (a) 42/125
O (b) 38/125
O (c) 50/125
O (d) 32/125

:Incorrecto P(La ultima bola sea roja) = P(RNRNR)+P(RNVNR)+P(VNARN R)
i+ P(VNVNR)=8/125 + 12/125 + 12/125 + 18/125= 50/125

:Incorrecto P(La ultima bola sea roja) = PRNRNR)+P(RNVNR)+P(VNRNR)! :
r+ P(VNVNR)=8/125+ 12/125 + 12/125 + 18/125= 50/125

: iMuy bien! P(La ultima bola sea roja) = PRNRNR)+P(RNVNR)+PVNRN R) :
v+ P(VNVNR)=8/125 + 12/125 + 12/125 + 18/125= 50/125

:Incorrecto P(La ultima bola sea roja) = PRNRNR)+P(RNVNR)+P(VNRNR)! :
v+ P(VNVNR)=8/125 + 12/125 + 12/125 + 18/125= 50/125

| Solution

1. Incorrecto !
2. Incorrecto ;
3. Opcidn correcta :
4., Incorrecto :

3. ¢Cudl es la probabilidad de que las dos primeras bolas sean verdes?
Sugerencia

O (a) 18/125
O (b) 45/125
O (c) 27/125
O (d) 80/125

i Incorrecto. P(Las dos primeras bolas sean verdes) = P(VNVNR) + P(VNVNV) =
1 18/125 + 27/125= 45/125 i

____________________________________________________________________________________________________________________

—
3

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

iMuy bien! P(Las dos primeras bolas sean verdes) = P(VNVNR) + P(VNVNV)=
1 18/125 + 27/125= 45/125 i

____________________________________________________________________________________________________________________

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

i Incorrecto. P(Las dos primeras bolas sean verdes) = P(WVNVNR) +P(VNVNYV) =
118/125 + 27/125= 45/125 ;

' ThrArrarta D/l ac Aac nrimarac halac caan vardac) — DA/ A\ N DY L DI\ N\ NN —
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18/125 + 27/125= 45/125

Solution

1. Incorrecto
2. Opciodn correcta
3. Incorrecto
4. Incorrecto



2.1. Tablas de contingencia

Imagen de tonylanciabeta con licencia Creative Commons

En una empresa de seguros estan realizando un estudio sobre 1000 motocicletas aseguradas segun la
marca para saber si han tenido un accidente serio (AS) o no (no AS). Después de un afio los datos
obtenidos los han ordenado en la siguiente tabla:

Debi Hoda Llamaga Total
AS 4 2 4 10
no AS 496 198 296 990
Total 500 200 300 1000

Esta tabla recibe el nombre de tabla de contingencia. El uso de este tipo de tablas es adecuado
cuando clasificamos los datos de un grupo (motocicletas) referidos a dos caracteristicas distintas (Marca
y Accidente) que tienen mas de una modalidad mutuamente excluyentes (Debi-Hoda-Yamaga y AS-no

AS).
Consideremos los siguientes sucesos:

D={Marca Debi} H={Marca Hoda} L={Marca Llamaga}

AS={Accidente Serio} noAS={no Accidente Serio}

En este caso es muy fécil calcular las probabilidades siguientes aplicando la regla de Laplace:

500 _ 1 0 1
P(D)=155=5 PAS)=pos=1m5 PEHNRoAS)=1555==t0g

Corprueba o grreraic/o

En Albarracin, provincia de Teruel, estdn realizando un
estudio sobre los nifios y nifias que hacen deporte v,
ademas, van a un campamento. Los resultados del



http://www.flickr.com/photos/tonysphotos/2446320845/

estudio los podemos ver en la siguiente tabla:

Deporte No Deporte
Campamento 135 50
Campamento 520 342

Imagen de PePe Garcia
con Licencia CC

Escogido un nifio del
siguientes probabilidades:

pueblo al azar, calcula

por ejemplo, 10 partido de 15 se escribe 10/15

Sean los sucesos C= {El nifio/a va al campamento},
NC={El nifio/a no va al campamento}, D={El nifio/a
hace deporte} y ND={EI nifio/a no hace deporte}

las

Escribe el resultado en forma de fraccion sin simplificar,

P(C)= | | P(NC)=| | P(D)=| | P(ND)=
|

P(CND)= | | _peND)=[ ] P(NCND)= | |
P(NCNND)= | |

| Recuerda la regla de Laplace:

Casos favorables

P{SHCESO} — Casos posibles

iy aplicasela a la tabla completa:

Deporte No Deporte Total

Campamento 135 50 185

i No 520 342 862

: Campamento

Total 655 392 1047



3. Probabilidad condicionada

Imagen de Bananaguay con licencia Creative Commons

Blanca ha introducido 10 bolas en una bolsa, 7 azules y 3 verdes. Saca una bola de la bolsa y es azul, a
continuacion, con la bola azul en la mano, le pregunta a Gonzalo, écudl es la probabilidad de que la
siguiente bola sea verde?

Gonzalo piensa que antes de sacar la primera bola, la probabilidad de sacar bola azul (A) y de sacar
bola verde (V) son: P(A)=7/10y P(V)=3/10.

Después de la primera extraccion, como Blanca no ha devuelto la bola azul a la bolsa, quedan 6 azules
y 3 verdes, un total de nueve bolas. Por lo tanto la probabilidad que le estd pidiendo Blanca sera:

P(22 bola sea verde si la 12 bola fue azul)=3/9=1/3.

En este caso la segunda extraccidon estd condicionada por el resultado de la primera. En matematicas
cuando ocurre esto se representa P(V/A), es decir, cual es la probabilidad de que salga bola verde si ya
ha salido una azul. Veamos en la siguiente escena este ejemplo de probabilidad condicionada. Mueve los
deslizadores 12 Extraccion, 2@ Extraccion y Probabilidad para ver el resultado.


http://www.flickr.com/photos/platano/2865559997/

[mrportante

Un suceso A estd condicionado por otro B y se expresa A/B cuando el hecho de haber
ocurrido B influye en la probabilidad de que ocurra A.

Se llama probabilidad condicionada del suceso A respecto del B y se denota P(A/B)
al siguiente cociente:
FlANE)

P(A/B)="F5y" siP(B)s0

Ejercricrio resuelto

Recuerdas el ejercicio de los nifios deportistas de
Albarracin. Veamos cual es la probabilidad de que un
nino vaya al campamento si hemos escogido a uno que
hace deporte.

Deporte No Deporte Total ‘

Campamento 135 50 185



No

520 342 862
Campamento

Total 655 392 1047

IMostrar retroalimentacion|

iEn este ejemplo habiamos definido los siguientesi
i sucesos: C= {El nifio/a va al campamento}, NC= {EI'
'nlno/a no va al campamento}, D={El nifio/a hace'
' deporte} y ND={EIl nifio/a no hace deporte} i

Imagen de PePe Garcia
con licencia CC

,En el ejercicio me estan pidiendo P(C/D), es decir, Iai
i probabilidad de que un nifio vaya al campamento si
i sabemos que hace deporte.

: Vamos a hacerlo aplicando la formula:

135
- _ P(CnND) 1p47  135-1047 135 27
| PEC/D)="pm = 85 = bbb 10-&7_655_131_02061
Cuando tenemos una tabla de contingencia es mas
faC|I calcular esta probabilidad condicionada, apllcando
Ia regla de Laplace:

'Casos favorables: nifios que hacen deporte y van aI'
i campamento:135

iCasos Totales: como sé que el nifio escogido hace
deporte 655, es decir, el nUmero de nifios totales que
hacen deporte.

135 27
| | P(C/D)=ggz =147 =0,2061

R >
Reflex/ions

En un experimento se sabe que P(A)=0,4, P(B)=0,8 y P(A u B)=0,85. Calcula las
siguientes probabilidades:

a) P(ANB)
b) P(A/B)
c) P(B/A)

IMostrar retroalimentacion|

ia) P(ANB)
Sabemos que P(A u B)= P(A) + P(B) — P(A N B). Despejamos:
P(ANB)= P(A) + P(B) - P(AuB)=0,4+ 0,8 - 0,85= 0,35 ;

b) P(A/B)

i Aplicamos la formula:
oF A m T O



4o fal 1y

P(B) —

. P(A/B)= 7 =0,4375
) P(B/A)
Volvemos a aplicar la formula:

P(BN4) 035
Pla) — 04 = 0875

- P(B/A)=

____________________________________________________________________________________________________________________



3.1. Sucesos dependientes e independientes

Recuerdas el juego de Blanca y Gonzalo con la bolsa y las 10 bolas, 7 azules y 3 verdes. Gonzalo,
después de resolver el juego que le habia propuesto Blanca, pregunta: équé es mas probable, que
saque dos bolas verdes en una sola extracciéon o que saque una bola verde, la vuelva a introducir en la
bolsa y vuelva a sacar otra bola verde?

Maria José que estaba atenta a la conversacidn, les pregunta si puede intervenir en el juego. Blanca
asiente con la cabeza. El juego que propone Gonzalo, les dice Maria José, me va a servir para explicaros
lo que es un suceso dependiente e independiente.

En el juego que proponia Blanca al principio, al realizar la segunda extraccion, ésta estaba condicionada
a una extraccién anterior en la que ya habia sacado una de las bolas de un determinado color, en este
caso el color azul. Como no habia devuelto la bola dentro de la bolsa, la segunda extraccién dependia
de la primera.

6
6 2 Azul  P(A)P(A/A)=7~ o
9—3‘“’.-". 10 9
Azul
Z
10
3 1 Verde p(A).p(V;A)_i.l
9=3 ~10 3
TS 7 Azul  P(V)-P(A/V)= o= =
\.. g ’_‘_,-"'. ZU ( } ( f )_ 109
n-'
5 |M|
Verde -,
2 TNy Verde P(V) P(V/V)= o= =
3 10 9

En el juego que propone Gonzalo tenemos dos partes. En la primera parte sacar dos bolas en una sola
extraccién equivale a realizar dos extracciones sucesivas sin reemplazamiento, es decir, sacamos una
bola y, sin devolver ésta a la bolsa realizamos una segunda extraccion. En este caso la segunda
extraccidon dependera de lo que haya salido en la primera. Es decir, seran dos sucesos dependientes.

oo

2 oAzl P(A)P(A/A)=15
3

"
n"-—
Azul "
i {,.o <,“_
10
/

31 "'~.q Verde P(A)-P(V,’A)=:—0 %
973
7 3 7
‘ ﬁ \ \ g . Azul  P(V)-P(A/V)=15'5
Verde h}ﬂ \
2 3 2
3 Verde | P(V) P(V/V)= 09

Para calcular la probabilidad de sacar dos bolas verdes: P(Sacar dos bolas verdes)= P(Sacar la 12 bola

verde) - P(Sacar la 22 bola verde / 12 bola es verde), es decir

3

P(V)- P(V/V)=5 - 2=L —0,0667

En la segunda parte nos pide que saquemos una bola, apuntemos su color y la devolvamos a la bolsa. A
continuacion, sacamos una segunda bola y anotamos su color. En este caso lo que ocurra en la segunda
extraccién no depende de lo que haya ocurrido en la primera, ya que hemos devuelto la bola a la bolsa
y en el momento de realizar la segunda extraccién estamos en las mismas condiciones que estabamos
al realizar la primera. En este caso los sucesos son independientes ya que lo que ocurra en la primera
extraccién no influye en lo que pasara al realizar la segunda extraccién.
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Ahora la probabilidad de sacar dos bolas consecutivas verdes es P(Sacar dos bolas verdes)=P(sacar la
primera bola verde)-P(sacar la segunda bola verde/12 bola es verde), es decir:

P(V) - P(V/V)=P(V) - P(V)=3 - 5 =155 = 0,09

Podemos ver que cuando hay reemplazamiento es mas probable sacar dos bolas verdes de forma
consecutiva.

[mrportante

Dos sucesos A y B son dependientes si la realizacion de A condiciona la probabilidad de
B.

Si dos sucesos son dependientes:
P(ANB) =P(A/B) - P(B)

Dos sucesos A y B son independientes si la realizacin de A no condiciona la
probabilidad de B.

Si dos sucesos A y B son independientes si P(A)=P(A/B), es decir, la realizacién del
suceso B no influye en la probabilidad de A, y la formula anterior queda como

P(ANB) = P(A) - P(B)

En estos dos videos puedes ver un ejemplo de probabilidad de sucesos dependientes y otro de
probabilidad de sucesos independientes.




Probabilidad de sucesos dependientes Probabilidad de sucesos independientes

Cormprueba o grreraic/o

Marca la respuesta correcta aplicando lo que has aprendido sobre sucesos dependientes
e independientes.

En un experimento se sabe que P(A)=0,4, P(B)=0,8 y P(A v B)=0,85. éSon Ay B
independientes?
Sugerencia

Falso
 Sabemos que P(A U B)= P(A) + P(B) — P(A N B). Despejamos:
P(A N B)= P(A) + P(B) — P(A U B)=0,4 + 0,8 — 0,85= 0,35

| Por otro lado P(A)-P(B)=0,4-0,8 = 0,32. !
ELComo P(A N B) # P(A)-P(B), Ay B son dependientes. i

En un experimento se sabe que P(A)=0,5, P(B)=0,7 y P(A u B)=0,85. éSon Ay B
independientes?
Sugerencia

Verdadero Falso

EVerdadero

Sabemos que P(A u B)= P(A) + P(B) — P(A N B). Despejamos:
P(A N B)= P(A) + P(B) - P(Au B)=0,5+ 0,7 — 0,85= 0,35

| Por otro lado P(A)-P(B)=0,5-0,7 = 0,35.

Como P(A N B) = P(A)-P(B), Ay B son independientes.

____________________________________________________________________________________________________________________




- Para saber #r1as

En esta pagina tienes 18 ejercicios de probabilidad condicionada resueltos.

Ejercicios de probabilidad condicionada


http://www.vitutor.com/pro/2/a_a.html

4. Teorema de la probabilidad total

Imagen de oskay con licencia Creative Commons

En la fabrica de tuercas "MITORNILLO, S.A." han hecho un estudio sobre las tres maquinas que hacen
tuercas de 6/17 pulgadas. Se sabe que la maquina A produce el 25% de las tuercas; la segunda
maquina B produce el 45% de las tuercas y la maquina C, el 30% restante. Han calculado las tuercas
defectuosas que produce cada maquina. A produce un 2% , B un 3% y C un 1%.

Si cogemos una tuerca al azar de entre todas las fabricadas en la Gltima hora. ¢Qué probabilidad existe
de que sea defectuosa?

Vamos a plantear el problema. Empezaremos definiendo los sucesos:

D={tuerca defectuosa} noD={tuerca no defectuosa} A={tuerca fabricada por la maquina A}
B={tuerca fabricada por la maquina B} C={tuerca fabricada por la maquina C}

En nuestro caso tenemos que calcular P(D) = P(D N A) + P(D N B) + P(D N C).
Aplicando la formula de la probabilidad condicionada a las intersecciones:
P(D) = P(D/A)-P(A) + P(D/B)-P(B) + P(D/C)-P(C)

Veamos el valor de cada una de estas probabilidades con el siguiente diagrama. Fijate que en este caso
el total de las tuercas estd producido por las maquinas A, B y C y cada una de ellas tiene la
caracteristica tuercas defectuosas o tuercas no defectuosas:

TUERCAS

Maquina A - 25% Maquina B - 45% Maquina C - 30%

._._._____._-—-—-_ ———
Mo Defectuosas No Defectuosas No Defectuosas
98% 97% 99%

"—-—u_._________ —

Defectuosas - 2% Defectuosas - 3% Defectuosas - 1%

Imagen de PePe Garcia con licencia CC

Por lo tanto sustituyendo en nuestro problema tendremos:
pP(D)=0,02 - 0,25 + 0,03 - 0,45 + 0,01 - 0,30 = 0,005 + 0,0135 + 0,003 = 0,0215

Es decir, existe una probabilidad del 0,0215 de que una tuerca escogida al azar sea defectuosa.


http://www.flickr.com/photos/oskay/2363581744/

[mportante

Dado un experimento aleatorio E y un conjunto de sucesos A1, Ay, ....,A, asociados a E

tal que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero, son incompatibles dos a
dosy A1 U Ay U.... U A, = E (Suceso cierto) y sea B un suceso cualquiera para el que se

conocen las probabilidades de B/A;. Entonces la probabilidad del suceso B viene dada por
la siguiente expresion :

P(B)= P(A1)-P(B/ Ay)+P(Ag)-P(B/ A3)+.+P(A,)-P(B/A,)

Este resultado se conoce con el hombre de teorema de la probabilidad total.

Ejercricrio resuelto

En un aula de dibujo hay 40 sillas, 30 con respaldo y
10 sin él. Entre las sillas sin respaldo hay 3 nuevas y
entre las sillas sin respaldo hay 7 nuevas.

Si entro en el aula y me siento en una silla al azar ,
écudl es la probabilidad de que la silla sea nueva?

IMostrar retroalimentacion|

H i—(} 23 _.-® Nueva :

i 307 ! Imagen de Olga Diez (Caliope)
' w0 s Con R » =T : con licencia Creative Commons
: .e Con Respaldo <: i

' 0-7-0.75 7 g ~. -

1 ‘/' “"‘.._ :

: P 23 Sil, i

i PR ﬁ=0,?? ~-.e Vieja :

| < e

i ~e 3 .

! ~. —=0,3 _.-®| Nueva :

: S 10 = :

' 10 1 T~ -t '

H —=—=0,25‘~ ~o _ - '

H 04 ‘e SinRespaldo <7 '

H ~. '

: 7 “"m,\_

i E:O,? » Vieja

1 Vamos a aplicar el teorema de la probabilidad total. :
i Vamos a describir los sucesos. i

N={Silla Nueva} V={Silla que no es nueva} R= 5
i {Silla con respaldo} noR={Silla sin respaldo}

{P(N)=P(N N R) + P(N N noR)= P(N\R)-P(R) + P(N|
i OR)-P(noR)

| Fijate en el diagrama en arbol para ver el valor de |
i las probabilidades.

| P(N)=P(N\R)-P(R) + P(N OR)-P(noR)= 0,23 - 0,75 +
10,3+ 0,25 = 0,2475 :

 Luego la probabilidad de sentarme en una silla:
' nhueva es casi el 25% .

________________________________________________________________________


http://www.flickr.com/photos/caliope-olga/2833553011/

Reflexions

En la Comunidad de Aragdn, la distribucion de poblacion
activa por provincias y sexo viene dada en % la
siguiente tabla.

Provincia Hombres Mujeres
Huesca 61% 39%
Teruel 60% 40%
Imagen de Wikimedia Commons Zaragoza 56% 44%
Datos del INE

Dentro de la comunidad auténoma el porcentaje de poblacién activa viene dado por los
siguiente valores:

Provincia Poblacion activa

Huesca 16%

Teruel 10,5%

Zaragoza 73,5%
Datos del INE

Si escogemos una persona al azar que pertenece a la poblacion activa de la comunidad
autéonoma, icual es la probabilidad de que sea una mujer trabajadora?

IMostrar retroalimentacion|

' En este caso vamos a definir los sucesos:

: H={poblacién activa de la provincia de Huesca}, T={poblacion activa de la provincia
i de Teruel}, Z={poblacién activa de la provincia de Zaragoza}

Ho={Es un trabajador}, Mu={Es una trabajadora}
Por lo tanto nos estan pidiendo la siguiente porbabilidad P(Mu).

H, T y Z son tres sucesos que forman una particidon de todas las personas de Aragon,
es decir, si una persona es de Aragon o es H, o es T o0 es Z. Es decir, Aragbn =H U T
U Z. ademas H, z y T son incompatibles dos a dos, sélo se puede ser de un lugar.

Ademas conocemos todas las probabilidades de Mu/H, Mu/Y y Mu/Z. Por lo que
podemos aplicar el Teorema de la probabilidad Total.

P(Muv) = P(Mu/H)-P(H)+P(Mu/T) P(T)+P(Mu/Z) -P(Z)

Sustituyendo por los valores que nos dan en las tablas:

: P(Mu)=0,39-0,16 + 0,4-0,105 + 0,44:0,735=0,43


http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Flag_of_Aragon.svg
http://www.ine.es/
http://www.ine.es/

5. Teorema de Bayes

Asi se hacen los tornillos y las tuercas

Recuerdas la fabrica MITORNILLO, SA. En su estudio sobre la produccion de tuercas quieren saber si
una vez escogida una pieza defectuosa, cudl es la probabilidad de que provenga de la maquina A.

Veamos como realizar el estudio, los datos conocidos eran:

@ Maquina A: 25% de produccidén y 2% de tuercas defectuosas.
@ Maquina B: 45% de produccion y 3% de tuercas defectuosas.
@ Maquina C: 30% de produccion y 1% de tuercas defectuosas.

Nos estan pidiendo P(A/D)= Probabilidad de que la tuerca provenga de la maquina A dado que la es
defectuosa. En este caso nosotros conocemos las probabilidades condicionadas contrarias.
P(D/A)=0,02; P(D/B)=0,03; P(D/C)=0,01.

Para el calculo de P(A/D) vamos a utilizar la definicién de la Probabilidad Condicionada y el Teorema de
la Probabilidad Total. Mueve el deslizador para ver como hacerlo:



[mportante

Dado un experimento aleatorio E y un conjunto de sucesos Ay, Ay, ..., A, asociados a E

tal que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero, son incompatibles dos a
dos y tales que A1 U Ay U ... U A, = E, para cualquier otro suceso B de E con P(B)>0 se

cumple que:

/B)= P(B/A;)-P(4)

t T P(B/A)P(AAFP(B/ A P(Ag) ..+ P(B/AL)Pl4y)
Este resultado se conoce con el hombre de Teorema de Bayes

P(A

La probabilidad P(A; /B) recibe el nombre de probabilidad a posteriori. En nuestro
ejemplo sera la probabilidad de que una pieza provenga de la maquina A si sabemos que
es defectuosa. Es la propiedad después de haber realizado un experimento, escoger una
pieza defectuosa.

La probabilidad P(A; ) recibe el nombre de probabilidad a priori. Son las probabilidades

que conocemos antes de realizar el experimento. En nuestro caso la probabilidad de que
una pieza provenga de la maquina A, B o C.

Por lo que el calculo de nuestra probabilidad,aplicando lo anterior, quedard como:
P(D/A)P(A) 0,02-0,258

P(A/D)= 5574y P(A)+ P(D/B)P(B) T P(D]C)BC) — 0,02:0,2510,03:0,4510,010,30 — 01232
»

Reflexiona

En una clase el 55% son chicos y el 45% son
chicas. En el Ultimo examen de Matematicas, han
aprobado el 80% de los chicos y el 90% de las
chicas.

(1) Calcula la probabilidad de que al elegir un
estudiante al azar, haya aprobado.

(2) Sabiendo que un estudiante ha aprobado,
calcula la probabilidad de que sea chica.

Imagen de velkr0 con licencia
Creative Commons

IMostrar retroalimentacion|



http://www.flickr.com/photos/velkr0/3472576304/

- Para saber ras

En las siguientes paginas puedes encontrar ejercicios
con soluciones para practicar.

Pagina de J. Joaquin Seda en Thales.

Pagina vadenumeros.es

Otra pagina en Slideshare de Luis Felipe Hernandez
AUn mas problemas en Gacetilla Matematica

Por altimo otro video de juanmemol en YouTube, por
si no nos ha quedado muy claro.

Thomas Bayes en Wikimedia Commons



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/d/d4/Thomas_Bayes.gif
http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/28/matematicas-28.html
http://www.vadenumeros.es/sociales/probabilidad-condicionada.htm
http://localhost:51236/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_a0vckl/MA2_U5_T2_Contenidos_1819_v01/.missingURL
http://www.slideshare.net/luiselipehernandez/ejemplos-del-teorema-de-bayes
http://www.arrakis.es/~mcj/azar10.htm
http://www.youtube.com/watch?v=fFbY6dPOacM&feature=channel

6. Ejemplos de selectividad

Ejercic/o reswuelto

JUNIO 2010 ANDALUCIA

Una persona lanza dos veces consecutivas un dado equilibrado. con las caras numeradas
del 1 al 6.

a) (0.5 puntos) Determine el nuimero de resultados del espacio muestral de este
experimento aleatorio.

b) (1.5 puntos) Sea A el suceso “la mayor de las puntuaciones obtenidas es menor que
47 y B el suceso “la primera puntuacion es impar™. Halle la probabilidad de A y 1a de B.
¢) (0.5 puntos) ;Son independientes A y B?

Ejercicio tomado de http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

IMostrar retroalimentacion|

Solucién

(a)

Determine el nimero de resultados del espacio muestral de este experimento aleatorio.

El nimero de resultados del espacio muestral es 6x6 =36 (6 de cada dado)

(b)

Sea A el suceso "la mayor de las puntuaciones obtenidas es menor que 4" y B el suceso "la primera
puntuacian es impar”. Halle la probabilidad de A y la de B.

A = "la mayor de las puntuaciones obtenidas es menor que 4" = { 1-1,1-2, 2-1, 1-3, 3-1, 2-2, 2-3, 3-2, 3-3},
donde el primer nimero es el resultado del primer dado vy el segundo el resultado del segundo dado. Vemos
que hay 9 resultados posibles

Para calcular la probabilidad utilizaremos la férmula de Laplace.

p(A) = (n° de casos favorables)/(n® de casos posibles) = 9/36 = 1/4 = 0'25.

B = "la primera puntuacién es impar" =

={1-1,1-2, 1-3, 14, 1-5, 1-6, 3-1,3-2, 3-3, 34, 3-5, 3-6, 5-1,5-2, 5-3, 54, 5-5, 5-6} Vemos que hay 18
resultados posibles

Para calcular la probabilidad utilizaremos la férmula de Laplace.
p(B) = (n° de casos favorables)/(n® de casos posibles) = 18/36 = 1/2=0'5

Nota: El apartado (c) lo podras realizar tras estudiar el tema 2 de la unidad. Deberas
obtener que los sucesos A y B no son independientes.


http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

Ej/erc/c/o resuelto

JUNIO 2011

Un examen consta de una parte tedrica y una parte practica. La probabilidad de gue se apruebe la parte tedrica es 07 y la de
que se apruebe la parte practica 0'75. Se sabe que el 50% de los alumnos ha aprobado ambas.

(a) (075 puntos) Calcule |a probabilidad de aprobar alguna de las dos partes.

{bg %0'75 puntos) Calcule la probabilidad de aprobar la parte practica sabiendo que no se ha aprobado la parte tedrica.

c) {1 punta) ;Son independientes los sucesos "aprobar parte tedrica” y "aprobar parte practica"?

Ejercicio tomado de http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

IMostrar retroalimentacion|

Llamemos T y P a los sucesos "apruebe parte tedrica” y “apruebe parte practica”, respectivamente

De la probabilidad de que se apruebe la parte teérica es 07, tenemos p(T) =0'7.
De la probabilidad de que se apruebe la parte practica es 0'75, tenemos p(P) = 0'75.
De el 50% de los alumnos ha aprobado ambas, tenemos p(T y P) = p(TmP) = 50% = 0'5.

(a)
Calcule la probabilidad de aprobar alguna de las dos partes.
Me estan pidiendo p(T 0 P) = p(TUP) =p(T) + p(P) - p(T—P) = 07 + 075 - 0’5 = 0°95.

(b)
Calcule la probabilidad de aprobar la parte practica sabiendo que no se ha aprobado la parte tedrica.

(PAT?) _p(Prp(PAT)
p(T®) 1-p(T)

Me estan pidiendo p(P/naT) = p(P/T®) = = (0'75-0'5)/(1-07) = 0'8333

SEPTIEMBRE 2011

En un sistema de alarma, la probabilidad de que haya un incidente es 0'1. Si este se produce, la probabilidad de que la
alarma suene es 0'95. La probabilidad de que suene la alarma sin que haya incidente es de 0°03.

(a) (1’5 puntos) ¢,Cual es la probabilidad de que suene la alarma?

(b) (1 punto) Si ha sonado la alarma, calcule la probabilidad de que no haya habido incidente.


http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

Ejercicio tomado de http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

IMostrar retroalimentacion|

[ T

C c PR ® P ®
Llamemos |, I" = nol, S y S” = noS a los sucesos "incidente”, “no incidente”, suene la alarma™ y * no suene”.

De “la probabilidad de que haya un incidente es 0°17, tenemos p(l) = 01, y por suceso contrario p(nol) = 09.
De “si hay incidente, la probabilidad de que la alarma suene es 0'95", tenemos p(Sfl)=095, y por contrario p(noS/l)= 0°05.
De “suene la alarma sin que haya incidente es de 0°03", tenemos p(S/nol)=003, y por contrario p(noS/nol) = 0'93.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la suma de ellas
que parten de un mismo nodo vale 1).
S

noS

nosS
(a)
¢ Cual es la probabilidad de que suene la alarma?
Aplicando el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de que suene la alarma es:
pi(S) = p(l).p(S) + p(nol).p(Sinol) = (0"1)(0'95) + (0'9)(0°03) = 0122,
(b)

Si ha sonado la alarma, calcule la probabilidad de que no haya habido incidente.
Aplicando el teorema de Bayes, la probabilidad de que si ha sonado la alarma, no haya habido incidente es:
p(nol~S)  p(nol).p(S/nol) _09.003

p(noliS) = = = = 02213
p(S) p(S) 0122



http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

Resumen

[rportante

La probabilidad de un camino, en un diagrama de arbol, es igual al producto de las
probabilidades de las ramas de dicho camino.

[mrportante

Un experimento compuesto es aquel en el que cada prueba equivale a la realizacién
conjunta de varias pruebas simples, ya sea simultdnea o sucesivamente. La probabilidad
de un suceso de un experimento compuesto se calcula a partir de las probabilidades de
los sucesos simples que lo forman.

[rportante

Un suceso A esta condicionado por otro B y se expresa A/B cuando el hecho de haber
ocurrido B influye en la probabilidad de que ocurra A.

Se llama probabilidad condicionada del suceso A respecto del B y se denota P(A/B)
al siguiente cociente:
P(ANB)

P(A/B)="Frg siP(B)#0

[mrportante

Dos sucesos A y B son dependientes si la realizacién de A condiciona la probabilidad de
B.

Si dos sucesos son dependientes:
P(ANB) =P(A/B) - P(B)

Dos sucesos A y B son independientes si la realizacin de A no condiciona la
probabilidad de B.

Si dos sucesos A y B son independientes si P(A)=P(A/B), es decir, la realizacidon del
suceso B no influye en la probabilidad de A, y la formula anterior queda como



P(ANB) = P(A) - P(B)

[mportante

Dado un experimento aleatorio E y un conjunto de sucesos Ay, Ay, ....,A, asociados a E

tal que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero, son incompatibles dos a
dosy A1 U Ay U.... U A, = E (Suceso cierto) y sea B un suceso cualquiera para el que se

conocen las probabilidades de B/A;. Entonces la probabilidad del suceso B viene dada por
la siguiente expresién :

P(B)=P(A1)-P(BfA1)+P(Ay)P(BfAg)+.+P(A,)P(BfAy)

Este resultado se conoce con el nombre de teorema de la probabilidad total.

[mrportante

Dado un experimento aleatorio E y un conjunto de sucesos Ay, Ay, ..., A, asociados a E

tal que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero, son incompatibles dos a
dos y tales que A1 U Ay U ... U A, = E, para cualquier otro suceso B de E con P(B)>0 se

cumple que:

/B)= P(B/A4:)P(A)

t T P(B/A)PAFP(B/ A PlAq) ..+ P(B/AL)Pl4y,)
Este resultado se conoce con el nombre de Teorema de Bayes

P(A

La probabilidad P(A; /B) recibe el nombre de probabilidad a posteriori. En nuestro

ejemplo sera la probabilidad de que una pieza provenga de la maquina A si sabemos que
es defectuosa. Es la propiedad después de haber realizado un experimento, escoger una
pieza defectuosa.

La probabilidad P(A; ) recibe el nombre de probabilidad a priori. Son las probabilidades

que conocemos antes de realizar el experimento. En nuestro caso la probabilidad de que
una pieza provenga de la maquina A, B o C.



