Estadistica inferencial: Intervalos de confianza
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1. Introduccion

El objetivo béasico de la Inferencia Estadistica es hacer inferencias o sacar conclusiones sobre la
poblacion a partir de la informacion contenida en una muestra aleatoria de la poblacidn.

Cualquier inferencia o conclusion obtenida de la poblacidon, necesariamente, estard basada en un
estadistico muestral, es decir, en la informacidén proporcionada por la muestra

Las inferencias sobre el valor de un pardmetro poblacional, como la media de una poblacion u, se
pueden obtener basicamente de dos maneras: a partir de la estimacion o a partir del contraste de
hipdtesis.

En este tema, como en el anterior, nosotros vamos a estudiar la estimacion estadistica, que se divide en
dos grandes grupos: la estimaciéon puntual y la estimacion por intervalos. La estimacién puntual
consiste en obtener un Unico numero calculado a partir de las observaciones muestrales, y que es
utilizado como estimacién del valor del pardmetro u. Se le llama estimacidon puntual porque a ese
numero, que se utiliza como estimacion del pardmetro u, se le puede asignar un punto sobre la recta
real. En la estimacion por intervalos se obtienen dos puntos (un extremo inferior y un extremo
superior) que definen un intervalo sobre la recta real, el cual contendra con cierta seguridad el valor del
parametro p.

- Curiosiclac

Karl Pearson (Londres 27 de marzo de 1857-
Londres, 27 de abril de 1936) fue un prominente
cientifico, matematico y pensador britanico, que
establecié la disciplina de la estadistica matematica.
Desarrolld una intensa investigacion sobre Ia
aplicacion de los métodos estadisticos en la biologia
y fue el fundador de la bioestadistica.

En 1901, junto con Galton y Walter Frank Raphael
Weldon, fundoé la revista Biometrika, desde entonces
! una de las mas importantes en el campo de la
estadistica.

En 1911 cred el primer departamento de estadistica
en la Universidad de Londres, en el que Pearson
incorpord el laboratorio biométrico y el laboratorio
de Francis Galton.

Imagen de Karl Pearson en Wikimedia ) ] N 3
Commons Cuando Einstein -de 23 afos- comenzo un grupo de

estudio sugirié que el primer libro a leer debia ser La
Gramatica de la Ciencia, de Pearson. Este libro
trataba sobre varios temas que mas tarde se convirtieron en parte de las teorias de
Einstein y otros cientificos.

Pearson aseverd que las leyes de la naturaleza son relativas a la habilidad perceptiva del
observador. La irreversibilidad de los procesos naturales, decia Pearson, es puramente
una concepcion relativa. Un observador que viaja a exactamente la velocidad de la luz
veria un eterno momento, o una ausencia de movimiento.


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Karl_Pearson.jpg
http://biomet.oxfordjournals.org/

2. Estimacion puntual

Imagen de YamilGonzales con licencia Creative Commons

A nuestros amigos de la empresa TisBet Survey les ha encargado el Ayuntamiento de su ciudad, un
estudio sobre el Cociente Intelectual (C.I.) medio de los alumnos y alumnas del IES "Benito V.", ya que
estan elaborando un proyecto de atencion a alumnado con altas capacidades.

Como no conocen la media del C.I. del alumnado, toman una muestra aleatoria con alumnos y alumnas
del instituto, a través de la cual calcularan una aproximaciéon de la media.

Esta aproximacion es lo que llamamos estimacion.

Cuando tenemos que hacer el estudio de una determinada caracteristica de una poblacion y no se puede
realizar el estudio a todos los individuos que la componen, bien porque son muchos y es imposible
realizar el estudio para todos o porque econémicamente supone un gasto excesivo. En este caso, como
vimos en la unidad anterior, seleccionamos la muestra y realizamos el estudio para los individuos
escogidos.

éQué ocurre una vez calculado el C.I. medio de la muestra?

Supongamos que los trabajadores de TisBet Survey han seleccionado una muestra de 100 alumnos y
alumnas y han obtenido que la media muestral es de 106 ( £ = 10§ ).

Parece légico estimar que la media p de todo el alumnado del instituto sera aproximadamente igual que
la media de la muestra, 106. El hecho de decir que el valor de p es aproximadamente = , significa que
estamos haciendo una estimacion puntual.

El resultado que hemos obtenido lo hemos generalizado a toda la poblacion, esto es lo que llamamos
inferir los resultados de la muestra a la poblacion.

¢

[rportante

Una estimaciéon puntual del valor de un parametro poblacional desconocido, como
puede ser la media p o la desviacidn tipica g, es un nimero que se utiliza para aproximar
el verdadero valor de dicho parametro poblacional.

Para calcular ese numero, tomaremos una muestra de la poblacién y calcularemos el
estimador muestral asociado al parametro poblacional. Por ejemplo el estimador de la

media poblacional y, es la media muestral X .

El valor de este estimador muestral para una muestra concreta sera la


http://www.flickr.com/photos/yamilgonzales/4012208402/
http://buscon.rae.es/draeI/SrvltGUIBusUsual?TIPO_HTML=2&LEMA=inferir

estimacion puntual del parametro poblacional.

Por lo tanto para estimar un parametro tenemos que saber cual es el mejor estimador muestral de ese
parametro.

——

En el tema anterior hemos visto que el estimador del pardmetro p de una distribucién binomial es j
la proporcion muestral.

En este tema vamos a usar como estimadores muestrales de la media p y la diferencia de las medias
Mi-M> de una poblacién a los estadisticos X vy fl_fg , respectivamente.

¢Como sabemos que son los mejores? Porque tienen unas propiedades determinadas que tiene que
tener todo estadistico para ser el que mejor aproxima al verdadero valor de la variable.

Como vimos en la unidad anterior los estadisticos son variables aleatorias (cuando realizo el estudio del
C.I. medio de una muestra, no sé que valor va a salir) y, como tales, tienen sus propios parametros.
Por lo tanto, podemos hablar de la media del estadistico Hf

Pues bien, cuando la media del estadistico coincide con el verdadero valor del pardmetro diremos que el
estadistico es centrado o insesgado.

Eso le ocurre a los estadisticos anteriores. Pero tenemos un problema con la varianza y es que la
varianza muestral no coincide con el valor de o. Por ello el estadistico insesgado de o2 es:

ri
—2
3 o (x-X)
2 i=1
5= n—1
lamado cuasivarianza muestral. Observa que es muy parecido a la varianza muestral, la diferencia
es que esta dividido por n-1 en vez de n.

Como consecuencia de este resultado la estimacion de la desviacidn tipica es la raiz cuadrada de ese
valor, es decir,

Irrporitante

La diferencia entre el verdadero valor del parametro que se estima y la media del
estimador, mide el error cometido al utilizar el estimador y se denomina sesgo.

Un estadistico es insesgado cuando la media de su distribucion muestral asociada
coincide con la media de la poblacién.

Esto ocurre, por ejemplo, con el estimador X ya que su media muestral coincide con p.
En el caso de la varianza o2, el estimador insesgado es la cuasivarianza muestral ?2 .

Veamos una tabla que nos aclare un poco todo este lio:

Parametro poblacional [Estimador muestral o Estadistico |Estimacion puntual (Valor concreto)
b p.
Xy .
Media p _ t Z‘Tt
— f _i=1 — _i=1
=4 =" r="m
= 2 . 2
Vari 2 2 (X=X 2 (=%
— — n—1 — n—1




Ejercic/o reswuelto

La empresa TisBet Survey quiere estimar la media de
estatura de los alumnos y alumnas de 1° de ESO en el
IES "Benito V."

Para ello, escoge una muestra al azar de 10 alumnos y
los mide. Los resultados en cm fueron:

160, 170, 170, 150, 160, 180, 160, 170, 130, 150.

Haz una estimacion puntual de la media y la varianza.

i

1l

IMostrar retroalimentacion|

Para estimar la media, utilizamos el pardmetro de la
media muestral:

n
2.
i=1

Imagen de tiffa 130 con licencia
Creative Commons

5]

mn

_  1604170417041504+1604+1804+1604+1704+130+150
r= 0 =160 cm

i Para estimar la varianza, utilizamos el parametro de
' la cuasivarianza muestral:

S o5

=n__1=1

Luego la media poblacional es u=160 cm.
n—1

Corprueba o grreraic/o

Rellena los espacios en blanco con las siguientes palabras:
Parametro, Estadistico, Estimador y Estimacién.

| | puntual : Es el estadistico que se usa para estimar un parametro
poblacional. Por lo tanto, es una variable aleatoria en el muestreo que tiene su
correspondiente distribucion muestral.



http://www.flickr.com/photos/tiffanyday/2929861461/

| | : Es un valor numérico que describe una caracteristica de la
poblacion.

| |puntua| : Es el valor numérico que toma el estimador puntual para
una muestra determinada.

| | : Es un valor numérico que describe una caracteristica de la
muestra.

Para saber m3s

Cuando dos estimadores de un parametro tengan la misma media, el que tenga menor
varianza sera el estimador que escojamos. La varianza de un estimador muestral nos va
a medir la eficiencia de ese estadistico. Cuando en un estimador la varianza es minima,
decimos que el estimador es eficiente.

La desviacién tipica del estimador se va a llamar error estandar. En el caso del

estimador X , su error estandar es % :

Cuanto mayor sea el tamafio de la muestra n, menor sera la varianza del estimador X
y , por tanto, mejor serdn nuestras estimaciones.



3. Intervalo de confianza para la media de una
poblacion

La obsolescencia programada nos indica que se fabrican productos tecnoldgicos con fecha de caducidad
interna para poder mantener el sistema de produccién. El video que te mostramos corresponde al
documental "Comprar, tirar, comprar" emitido en la noche tematica de La 2 (aqui puedes verlo
completo)

Para comprobar la veracidad de este problema una asociaciéon de consumidores ha contratado a nuestra
empresa TisBet Survey para que haga un estudio de la vida media util de un pequeno electrodoméstico.

Nuestra empresa realiza un estudio con 100 personas que han comprado dicho aparato. En este caso,
se obtiene una media de vida Util de 880 dias y una desviacion tipica o de 180 dias.

Los técnicos de TisBet Survey han decidido dar como respuesta a la asociacion un intervalo de vida
media atil. Es decir, algo parecido a "la vida media Util de este electrodoméstico estd entre 2,5 afios y
2,6 afios con una probabilidad del 95%".

éPor qué lo hacen asi? La estimacion puntual es poco Util, pues solo obtenemos un valor como
aproximacion al que tratamos de estimar. Es mucho mas interesante obtener un intervalo dentro del
cual se tiene una cierta confianza de que se encuentre el pardametro que tratamos de estimar. Estos
intervalos ya los habiamos estudiado en el tema anterior cuando calculdbamos la estimacién de la
proporcion de un determinado aspecto de una poblacién.

El objetivo que se pretende con los intervalos de confianza es obtener un intervalo de poca amplitud y
con una alta probabilidad de que el parametro que buscamos, en este caso W, se encuentre en su
interior. Asi pues, elegiremos probabilidades cercanas a la unidad, que se representan por 1-a y cuyos
valores mas frecuentes suelen ser 0,90; 0,95 y 0,99.

Veamos como seria en el caso del estudio de la media, es decir, vamos a estimar mediante un intervalo
el parametro media poblacional g, suponiendo que la poblaciéon de partida es N(ud, o). Recuerda que el
Teorema central del limite nos permite suponer que esto es cierto para valores del tamafio muestral
superiores a 30 individuos.

Recordemos que para una muestra de tamafo n suficientemente grande la distribucién del estadistico

X~ N(F!%)

|

Veamos como conseguir nuestro intervalo. Tipificando la variable aleatoria 7 — _’u, que se

Al

aproxima a una N(O,1).

Queremos que la vida media Gtil de nuestro electrodoméstico esté en el intervalo que vamos a construir
con una probabilidad del 95%. A este valor, en tanto por uno, lo vamos a llamar 1-q, es decir, a=0,05.


http://www.rtve.es/television/documentales/comprar-tirar-comprar/

Como queremos que el intervalo esté centrado en la media (que como esta tipificada la variable es 0)
tendremos que el intervalo tiene los extremos iguales en valor absoluto:

Pl-a<Z<a)=1-x

N(0,1)

Area=—=0.025

Area =1-a= 0.95 5

Areaz §=0.025

Como la distribucion N(0,1) siempre toma los mismos valores, el valor que buscamos tiene que dejar a
la izquierda de z=a exactamente un area de a/2+(1-a)=0,025+0,95=0,975. Vamos a llamar a ese
namero valor critico y lo vamos a representar como a=zj3.q/2. Date cuenta que el subindice de z
coincide con la probabilidad que buscaremos en la tabla de la N(0,1). Con ayuda de esta tabla podemos
ver que zg,975=1,96. El intervalo de confianza tipificado es (-zg,975,20,975)=(-1.96,1.96) . Veamos

como se calcula el valor critico en la siguiente pelicula:

Haz clic para habilitar Adobe Flash Player

Vamos a sustituir el valor de Z en la férmula original, para calcular el intervalo centrado en la media
estimada, por lo que tendremos:



12 7
el - _ i _ i
- P(_ 1— Sﬁ #1— gﬁ) :>P($_zl_%'ﬁ{#{$+zl_%-ﬁ)

[mrportante

El intervalo de confianza para el parametro media g de una poblacién N(y, o) al
nivel de significacion a viene dado por:

—_ o
Si el nivel de significacidén o de riesgo es a, el nivel de confianza sera de 1-a.

Al valor de la abscisa que deja a su izquierda un area igual a 1—— siendo 1 - a el nivel
de confianza se le llama valor critico.

Si 0 es desconocida y n es grande (n =230), el intervalo de confianza viene dado por:
— Y
IC = (:v:l:zl_%-ﬁ)

donde -2 es la cuasivarianza muestral.

Para saber rmias

El siguiente video dura 38:34 min, pero te aconsejamos que no dejes de verlo. En él
puedes ver un resumen de los que llevamos visto hasta ahora y una explicacién practica
sobre intervalos de confianza que aclaran muy mucho en que consisten.

El video esta realizado por el profesor D. Francisco Javier Barén Lépez del Departamento
de Bioestadistica de la Universidad de Malaga.

Puedes ver el video pinchando en el siguiente enlace.

Reflex/ions

¢Recuerdas el problema con el que habiamos iniciado este
punto sobre la obsolescencia programada? Habiamos dejado
a nuestros amigos de TisBet Survey con un trabajo a medio
hacer.

Nuestra empresa realizd6 un estudio con 100 personas que
habian comprado un determinado electrodoméstico.

Obteniendo una duracién media en la vida util del aparato de
880 dias. La varianza era de 0=180 dias. Realizaremos el
estudio para un nivel de confianza del 95%.



http://www.bioestadistica.uma.es/baron/apuntes/ficheros/estad_uma_06_simu.wmv

Tenemos que calcular el intervalo de confianza para los
datos obtenidos.

IMostrar retroalimentacion|

Imagen de Lee J Haywood
con licencia Creative Commons

iComo nos piden un 95% de nivel de confianza, esto
iquiere decir que a=0,05 y por lo tanto zj.
' a/2=20,975=1,96, por lo que sustituyendo el intervalo

i quedara como sigue:

: Podemos afirmar que la vida Gtil media de un aparato
restard comprendida entre 845 y 915 dias con una

180 :
Ic= (880 + 1,96-ﬁ> = (880 4 1,96-18) = (880 = 35,28) = (844,72 ; 915,28),
! probabilidad del 95%. i

v

Cornprueba o grreraic/o

Tienes que realizar una tabla con los valores criticos z;.q/2 mas usuales. Es decir. Para
un nivel de confianza del 80%, 90%, 95% y 99%, en cada caso tendras que calcular q,
a/2'y z1-q/2.

Puedes ayudarte de la tabla de la normal N(0,1)

Nivel de Confianza 80% 90% 95% 99%
10 [ [ 0,95 |
a [ [ 0,05 |
1-0/2 C 1 [ ] 0975 | [ ]
21072 1 [T ] weo | [ ]



http://www.flickr.com/photos/leehaywood/4349230898/
http://www.uam.es/personal_pdi/ciencias/dfaraco/docencia/ambientalesmat1/Normal.htm

3.1. Error y tamaifo de la muestra

£

Imagen de Daquella manera con licencia Creative Commons

Los errores aparecen y mas cuando estamos realizando céalculos. En este caso, saber cual es el error
que queremos cometer de antemano, nos va a ayudar a decidir cual es el tamafio de la muestra que
necesitamos para equivocarnos menos de ese error.

Cuando calculamos un intervalo de confianza para la media estamos indicando un intervalo donde
puede que se encuentre la media de la poblacién con una cierta probabilidad, que hemos llamado nivel
de confianza.

Es evidente que se comete un error. Puede que la media real de la poblacién esté fuera de ese
intervalo. ¢Cual es el error maximo admisible?

La forma de nuestro intervalo cuando estamos infiriendo la media esta centrado en % vy le sumamos y
restamos una misma cantidad:

- g

12\m

- . X+zZ .
1.2 \m L

[ =

=

El error maximo que se comete, E, es el radio del intervalo centrado en la media y el margen de error
es la amplitud del intervalo, 2E.

iLo mismo que en el tema anterior, vaya!

[rpoortante

El Error maximo admisible en el calculo de un intervalo de confianza para la media es:

— g


http://www.flickr.com/photos/daquellamanera/2703259407/

El margen de error admisible es la amplitud del intervalo, ZE.

Si queremos disminuir el error una vez escogido el nivel de significacidon la Unica variable que nos
queda, en la formula anterior del Error maximo admisible, es el tamafio de la muestra. A mayor tamafio
muestral el Error disminuira.

Por lo tanto, si sé cudl es el error maximo que quiero cometer, puedo saber cudl es el tamafio de la
muestra que tengo que seleccionar para conseguirlo. Basta con despejar n en la férmula anterior, con lo

que nos queda:
# E--:rr
p] —3

T 7 a?
Ezzl_%-ﬁ = EEZZI_%-W = n=—pg = HZ[T

zf_.:-r;r?

iMuy parecida a la formula del error maximo para un intervalo de confianza con la proporcién!

[rpoortante

El tamaifio de la muestra para que en el intervalo de confianza se cometa un error
prefijado al nivel de significacion a es:

Ejercicio resuelto

B J En una comunidad auténoma se estd haciendo un
: estudio sobre el numero de dias que dura un
contrato temporal.

Se sabe que la desviacidn tipica de los contratos es
igual a 57 dias.

El estudio se quiere hacer con un nivel de confianza
del 95%.

Indica el nUmero minimo de contratos en los que se
ha de mirar su duracién para que el intervalo que
da la duracion media de un contrato de ese tipo
tenga una amplitud no mayor de 10 dias.

Imagen de Ignacio Sanz con licencia

Creative Commons

IMostrar retroalimentacion|

Del enunciado deducimos que:
o =57 dias.
a=0,05 por lo que z1.4q/2=1,96

- . e E T T . L e~ ar —_ s . e e [


http://www.flickr.com/photos/ignaciosanz/3941982226/

E=z_gh<s = 19657 <5

DespeJando se obtiene que:

1,9657
ng[’ E } = n>4399,254

i Como la amplitud del intervalo = 10 dias = Error maximo admisible: £ < 5.

;Por lo tanto, se ha de mirar la duracion media de, al menos, 500 contratos

i temporales.

Relflexiona

La longitud de los cables de los auriculares que fabrica
una empresa es una variable aleatoria que sigue una
ley Normal con desviacién tipica 4,5 cm. Para estimar
la longitud media se han medido los cables de una
muestra aleatoria de 9 auriculares y se han obtenido
las siguientes longitudes, en cm:

205, 198, 202, 204, 197, 195, 196, 201, 202.

a) Halla un intervalo de confianza, al 97%, para la
longitud media de los cables.

b) Determina el tamafio minimo que debe tener una
muestra de estos auriculares para que el error de
estimacion de la longitud media sea inferior a 1 cm,
con el mismo nivel de confianza del apartado anterior.

IMostrar retroalimentacion|

Imagen de Aditza 121 con licencia
Creative Commons

'a) Recordemos que el intervalo de confianza para la media con desviacion tlplca'

' conOC|da tiene la siguiente férmula:

IC = l:x“:l:zl_%-ﬁ}

: Empecemos calculando la estimacién de la media:
. E . EDE-I-1984—2024—2044—19?+195+195+201+202

IBDD

9

Por lo que:

(200 =+ 3,255) = (196,745 ; 203,255)

on un nivel de confianza del 97%

Desoeiando se obtiene aue:

=200

i Calculemos el valor critico. Como el nivel de confianza es del 97% = 1-a es 0,97 =
1aes 0,03 = a/2es 0,015 = 1-a/2 es 0,985 = z1.q/2=29,985=2,17

_ 4,5
IC:{J::I:zl_%-%} = (200 £ 217—4) = (200 £ 217.15) =

i La longitud media de los cables se encontrard en el intervalo (196,745 ; 203,255)
c :

b) Nos piden que el error debe ser menor que 1 cm. Por lo que:


http://www.flickr.com/photos/aditza121/218292479/

-

9,174 5

9
nl_:‘[ T } = n>95355

Por lo tanto, se ha de tomar una muestra de, al menos, 96 auriculares para que el
i error de estimacion sea inferior a 1 cm.

{
- Curiosiclac!

Imagen de William Sealy Gosset de
Wikimedia Commons

William Sealy Gosset (11 de junio de 1876 - 16 de
octubre de 1937) fue un estadistico, mejor conocido por
su sobrenombre literario Student. Asistié a la famosa
escuela privada Winchester College, antes de estudiar
gquimica y matematicas en el New College de Oxford. Tras
graduarse en 1899, se incorpor6 a las destilerias
Guinness en Dublin.

Guinness era un negocio agroquimico progresista y
Gosset podria aplicar sus conocimientos estadisticos
tanto a la destileria como a la granja (para seleccionar
las mejores variedades de cebada).

Para evitar el espionaje industrial, Guinness habia
prohibido a sus empleados la publicacién de articulos
independientemente de la informacién que contuviesen.

Esto significaba que Gosset no podia publicar su trabajo
usando su propio nombre. De ahi el uso de su seudénimo
Student en sus publicaciones, para evitar que su
empleador lo detectara. Por tanto, su logro mas famoso

se conoce ahora como la distribucion t de Student, que de otra manera hubiera sido la

distribucion t de Gosset.

La distribucion t de Student se usa como distribucidén del estimador muestral de la media
cuando la muestra tiene muy pocos individuos, es decir, n es muy pequeiio.


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:William_Sealy_Gosset.jpg
http://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_t_de_Student

4. Intervalo de confianza para la diferencia de
medias

Imagen de Agriculturasp con licencia Creative Commons

Comparar es algo fundamental en algunos casos. Cuando hacemos investigaciones cientificas comparar
nos va a servir para ver cual de las posibilidades de que dispongo es la mejor o la mas eficiente.

Podemos ver un ejemplo de esto en los estudios de laboratorio de un determinado medicamento. El
mismo medicamento puede ser inoculado a dos series de ratones en distintas condiciones para ver en
cual de ellas se obtienen mejores resultados.

Otro ejemplo lo podemos ver en la medida de resultados académicos de dos centros de estudio
distintos. Se eligen dos muestras al azar de cada uno de ellos y se les pasa el mismo test para estudiar
en cual de los dos los resultados académicos son mejores.

Los politicos, por interés propio, junto con los medios de comunicacion encargados de cubrir estas
noticias son dados a encargar encuestas a empresas como nuestra TisBet Survey para comparar, frente
a unas proximas elecciones, la diferencia de intencidon de voto entre los dos partidos politicos principales
de una ciudad, comunidad autéonoma o de todo el pais.

En general los estudios iran encaminados a comparar las medias de dos poblaciones referidas a un
mismo aspecto. Comparar las medias equivale a hacer un estudio de la diferencia de las mismas, para
ver cual de los resultados es mejor. En cualquier caso los estudios se deben hacer escogiendo una
muestra de un determinado tamafo de cada poblacién y aplicar las matematicas para inferir esos
resultados a toda la poblacion de la forma mas fiable posible.

Obtendremos un intervalo de confianza en el cual se encontrara la diferencia de las medias con una
cierta probabilidad que llamaremos nivel de confianza. Generalmente, en los estudios, este nivel de
confianza sera del 90%, 95% o 99%. Evidentemente, a mayor nivel de confianza mayor sera el
intervalo obtenido.

En este caso tenemos que comparar las medias de dos poblaciones. Para ello tendremos que usar el
estadistico que estudiamos en el tema del Teorema Central del Limite para la diferencia de las medias.

|

|~ rportarze

Sean dos poblaciones N(p1, 01) Yy N(M2, 03); de cada una de ellas se elige una muestra
de tamanng n. v N~ recnectivamente


http://www.flickr.com/photos/agriculturasp/5465995592/
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Sean T Y :1?_2 las medias de la primera y de la segunda muestra respectivamente.
Para un nivel de significacion a, se tiene que

@ Si 07 Yy 0y son conocida, el intervalo de confianza viene dado por:

of o3
IC=|7T1-Tqy * 2, o\ 7+
1_§ 1 2

@ Si 01 Yy 0 son desconocidas y ny y ny son grandes (n1=30 y ny =30), el intervalo
de confianza viene dado por:

1 59

IC=|71—-%7 & zl_%- Ty Ty

donde ‘3‘% y g‘% son las cuasivarianzas de cada muestra.

Ejerc/c/o resuelto

A nuestras oficinas de TisBet Surbey llegd el
siguiente encargo de los laboratorios MIPASTILLA
S.A.

En sus laboratorios habian realizado un estudio
consistente en la mediciéon, en dos grupos de
pacientes, de la cantidad de cierta proteina en
sangre en pacientes tras dos tratamientos con
distintos medicamentos.

Nos solicitaban que realizdsemos una
comparativa de los resultados clinicos y para ello

nos enviaban los datos del experimento. Imagen de juanpol con licencia Creative
Commons

El estudio consistia en dos muestras de 50
individuos con los siguientes resultados.

Media( £ ) |Cuasivarianza ( 52 )
Medicamento 1 3,2 1,5
Medicamento 2 4 2,3

El encargado de realizar el estudio decide calcular el intervalo de confianza para la
diferencia de las medias con un nivel de significacion del 95%.

Ayuda a nuestros amigos de TisBet Survey a realizar el estudio ayudandote del intervalo
de confianza para la media que acabas de estudiar.

IMostrar retroalimentacion|

En este caso los datos que tenemos son:

T1 =32 I =4 fg% =1,5 fg% =2,3

Nivel de confianza: 1-a=95% = Nivel de significaciéon: a=0,05
Z1-0/2=20,975=1,96.

n{=n»=50

Aplicamos la formula del intervalo de confianza:

7 a1


http://www.flickr.com/photos/juanpol/8447512/

1y sustituyendo:

]

. 52,3
: IC:|:3,2—4 + 1,96- ﬁ+_[]:|

_ 51 23
IC:|_;1:1—;1:3:|:3 + J

: por lo que, el intervalo de confianza quedara IC=(-1,3404, -0,2596)
<

1-8°V 7y TRy

= [-0,8 £ 1,96-0,2757] = [-0,8 + 0,5404]

Una planta de tratamiento de aguas residuales,
recibe diariamente el agua de dos pequefias
poblaciones préximas, Villalta y Villabajo.

Desde la empresa de tratamiento deciden
estudiar, para comparar la calidad de las mismas,
la concentracién de nitratos disueltos. Para ello

| se extraen dos muestras al azar y se analiza el

contenido de nitratos, obteniéndose los
siguientes resultados expresados en mg/I.

Poblacion Villalta:

x1 =87 mg/l, 01=3,19mg/l, n1=33 |

Imagen de xornalcerto con licencia Creative
Commons

Poblacion Villabajo:
a9 =109 mg/l, 0=4,15mg/l, n,=27 |

Calcula un intervalo de confianza para la

diferencia de las medias con un nivel de significacion del 10%.

IMostrar retroalimentacion|

_________________________________________________

i Nivel de significacion del 10%
i CI/2=ZO,95= 1,645

ni{=33y ny=27

___________________________________________________________________

| T1 =87 T3 =109 01=3,19 0,=4,15 §

= a=0,1 = a/2=0,05 = 1-0/2=0,95 = zi.:

i Aplicamos la formula del intervalo de confianza:

iy sustituyendo:

i por lo que el intervalo de confianza quedara IC=(-22,8231, -21,1769)

_________________________________________________

IC=|z1-

/3,19 415
- IC:{S?—IOQ + 1,645- 3’—3—|—£—?} = [—22 + 1,645-0,5004] = [—22 + 0,8231]-

_ o7 3
Ty + 7y g\ mitm |

___________________________________________________________________


http://www.flickr.com/photos/certo/5150317307/




4.1. Error y tamano de la muestra

En el siguiente video puedes comprobar que hasta los cineastas mas grandes cometen errores

Igual que los cineastas nosotros al calcular el intervalo de confianza para la diferencia de las medias
también cometemos errores.

Ya nos pasaba con el intervalo de confianza para la proporcidon, para el de la media, y cuando
calculamos un intervalo de confianza para la diferencia de las medias, también cometemos un error.

El intervalo de confianza nos indica que la diferencia de las medias estara en ese intervalo con una
cierta probabilidad, concretamente la que nos marca el nivel de confianza, (1- a). éPero cual es el error
maximo admisible?

El intervalo de confianza para la diferencia de las medias podemos representarlo en la recta real de la
siguiente forma:

El error maximo que se comete, E, es el radio del intervalo centrado en la media y el margen de error
es la amplitud del intervalo, 2E.

[rportante

Importante



El Error maximo admisible en el calculo de un intervalo de confianza para la diferencia

de las medias es:
2 2
fo o
1 2

El margen de error admisible es la amplitud del intervalo, 2E.

Si queremos disminuir el error una vez escogido el nivel de significacion la Unica variable que nos
qgueda, en la férmula anterior del Error maximo admisible, es el tamafio de la muestra. A mayor tamafio
muestral el Error disminuira.

Ademas, en este caso vamos a suponer que el tamafio muestral es el mismo en las dos muestras, es
decir, ny=ny=n. Por lo que la formula nos quedaria:

,.fr:.r% r:.r% G’%-FG’%
E:le_g' ntTm = Zl_g' m
2 2

Por lo tanto, si sé cudl es el error maximo que quiero cometer, puedo saber cudl es el tamafio de la
muestra que tengo que seleccionar para conseguirlo. Basta con despejar n en la formula anterior, con lo
que nos queda:
2 2 2 2
oitos n Oitog n

v d vl
) oi+o} F1-go1 #1_g03

Eg = n=

E == Zl_%'

El tamano minimo de las muestras para que en el intervalo de confianza se cometa un
error menor que una cantidad prefijada al nivel de significacion a es:

[zl_g.glr [gl_%.ng
n2l—g |t E

Ejercicio resuelto

En la Universidad de Nagora estédn preocupados
con las notas de selectividad del ultimo afio, por
lo que encargan un estudio al Departamento de
Estadistica para que calcule la diferencia de la

media de las notas con la prestigiosa universidad
de Agalam.

El investigador necesita saber de que tamafio



escoger la muestra, aunque descubre que las
notas de las dos universidades se distribuyen
segun una normal. La de Nagora tiene una
desviacion tipica de 2,25, mientras que en la de
Agalam es del 1,69.

Si quiere cometer un error menor de 0,25 puntos
ayudale a calcular el tamafio de las muestras
para los niveles de confianza:

Imagen de Gabi Ronddn con licencia Creative
a) 90% Commons

b) 95%
c) 99%

IMostrar retroalimentacion|

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

[31_%.51}2 [gl_%.gzr
hETE TR

i Sélo nos falta calcular los valores criticos para los niveles de confianza pedidos.

i Recordemos la tabla que construimos en el apartado 2, concretamente en el de la
1 obsolescencia programada y tendremos:

a) Para el nivel de confianza del 90%, a=0,10; por lo que z1.q/2=2g,95=1,645.

Por lo que sustituyendo los datos del problema en la férmula tenemos que:

| 2 2
: 1,645-2,25 % [1,645-1,69

i _ 1 1 1 1 . 2 7 _

| n_[ W } [ 025 } = 14,8052 +11,1202% = 342,846

! Por lo que el tamafio muestral n de cada una de las muestras debe ser superior a 343
rindividuos.

b) Para el nivel de confianza del 95%, a=0,05; por lo que z;.q/2=29,975=1,960.
! Por lo que sustituyendo los datos del problema en la férmula tenemos que:

1,960-2,25 2 1,960-1,69]2

n=|"o | H g | =1764%+13,24962 = 486,72

i En este caso, el tamafio muestral n de cada una de las muestras debe ser superior a
1487 individuos.

c) Para el nivel de confianza del 99%, a=0,01; por lo que z;.q/2=20,995=2,575.

' Por lo que sustituyendo los datos del problema en la férmula tenemos que:

| y 2
2,575-2,25 2,575-1,69
=R 4 }22311’?5%1’340’?9:840,084

i En este ultimo caSo al tener un nivel de confianza del 99%, el tamafio muestral n de
icada una de las muestras aumenta considerablemente y debe ser superior a 841
i individuos.

____________________________________________________________________________________________________________________

Reflexiona



http://www.flickr.com/photos/gabih/3805323455/

Durante la realizacién de un estudio encargado a
la empresa Tisbet Survey han tenido un
problema con la tinta de la impresora y en el
informe so6lo han aparecido los siguientes datos:

Ky =47
o4 =3.5
0o =4.1
ny=35

ny>=40
El intervalo de confianza para la diferencia de las medias es (3,1 ; 6,9)

El resto se ha borrado, y tienen que presentar el informe en un plazo muy corto, por lo
que no les da tiempo a realizar de nuevo el estudio.

Ayudales a averiguar los datos que le faltan.
a) Calcula la media muestral de la segunda muestra.

b) Halla el nivel de confianza para el que se realizé el estudio.

IMostrar retroalimentacion|

a) Para el calculo de la media muestral que nos falta nos vamos a apoyar en dos
cosas:

@ La diferencia de las medias muestrales estimada es el centro del intervalo de
confianza. Por lo tanto:

6,94+3,1 10

& Como conocemos My

47—y =5 py =42

Por lo tanto, la media muestral de la segunda muestra es igual a 42

b) Ahora nos vamos a apoyar en el error maximo que hemos cometido para averiguar
el valor critico y a partir de ahi cual es el nivel de confianza.

El Error E es igual al radio del intervalo, por lo que:

Por otro lado tenemos que:

E=z

foi ol
1—g'V 7y,

Sustituimos todos los datos y despejamos z1.q/2

%] ]=]

3,64 412 1,9

1,9= Z_o

[ Selpw)

Buscamos la probabilidad de este valor en la tabla de la distribucion normal y ese,
sera el valor de 1-a/2

Para z=2,17 = 1-a/2=0,985 y despejando tenemos que a=0,03, por lo que el valor


http://localhost:51239/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_jfu3zp/MA2_U6_T4_Contenidos_1819_v01/tabla_normal_oficial.pdf

el nivel de significacién es del 3%.

m Q

| dato pedido, nivel de confianza, es del 97%.



5. Ejemplo Selectividad

Imagen de ph-stop con licencia Creative Commons

Como en el tema anterior, terminamos con un problema de selectividad relativo a los contenidos
tratados en el tema. En concreto, este problema es del examen de Selectividad de junio de 2010 en
Andalucia.

En él vamos a calcular un intervalo de confianza para la media y vamos a determinar el tamano
muestral minimo para que el error sea menor que una cierta cantidad.

Utilizaremos dos niveles de confianza distintos: el 94% para el intervalo y el 90% para el error.

El problema nos plantea la estimacion de la media en el tiempo de reaccidon a un determinado estimulo
medido en segundos.

Ejerc/ic/o resuelto

JUNIO 2010. ANDALUCIA

Se sabe que el tiempo de reaccién a
un determinado estimulo se
distribuye segun una ley Normal de
media desconocida y desviacidon
tipica 0,2 segundos.

a) Observada una muestra aleatoria
de tamafio 25 se ha obtenido una
media muestral de 0,3 segundos.
Obtenga un intervalo de confianza
para la media de la poblacion con un

nivel de confianza del 94%.

b) A un nivel de confianza del 90%, écudl sera el tamafio muestral minimo si el error
cometido es inferior a 0,057

IMostrar retroalimentacion|

Los datos del problema son que el tiempo de reaccién sigue una N(u ; 0,2)

1a) Recordemos que el intervalo de confianza para la media con desviacion tipica
i conocida tiene la siguiente formula:

IC = (E:I:zl_%-%}

Como conocemos todos los datos, menos el valor critico, comencemos calculando


http://www.flickr.com/photos/ph-stop/2851881476/

este error:

Nos piden un nivel de confianza del 94% = 1-aes 0,94 = aes 0,06 = a/2 es O, 03
ﬁ 1- 0/2850972 Z1-q/2=20,97= 1,88

: Por lo que: 0 :
IC:{fizl .”i—) = (0,341 88-?) = (0,3+1,88-0,04) = (0,340,075) = (0,225, 0375}:

EI tiempo de reaccidon medio se encuentra en el intervalo (0,225 ; 0,375) con un n|veI
de confianza del 94%

ib) Nos piden el tamafio de la muestra para que el error sea menor que 0,05§
5 segundos, pero ahora para un nivel de confianza del 90%. 5

i Como el error es igual a: i

E= zl_%-% <0,05

' Lo primero que tenemos que calcular es el valor critico: ;

El nivel de confianza deseado es del 90% = 1-aes 0,90 > a es 0,1 = a/2 es 0,05§
1= 1-a/2 es 0,95 = zy.q/2=29,95=1,645. Sustituyendo tenemos que: i

1,645~ < 0,05 |
Despejando se obtiene que: :

: 2 .
: 1,645.0,2 :
; n_[W} = n>43,2964 E

: El tamafio muestral solicitado tiene que ser igual o superior a 44 individuos.

____________________________________________________________________________________________________________________



Resumen

[rportante

Una estimacién puntual del valor de un parametro poblacional desconocido, como
puede ser la media p o la desviacidn tipica o, es un nimero que se utiliza para aproximar
el verdadero valor de dicho pardmetro poblacional.

Para calcular ese nimero, tomaremos una muestra de la poblacién y calcularemos el
estimador muestral asociado al parametro poblacional. Por ejemplo el estimador de la
media poblacional 4, es la media muestral X .

El valor de este estimador muestral para una muestra concreta sera la
estimacion puntual del parametro poblacional.

[rportante

El intervalo de confianza para el parametro media p de una poblaciéon N(y, o) al
nivel de significacion a viene dado por:

— a
Si el nivel de significacion o de riesgo es a, el nivel de confianza sera de 1-a.

Al valor de la abscisa que deja a su izquierda un area igual a 1—% siendo 1 - a el nivel
de confianza se le llama valor critico.

Si 0 es desconocida y n es grande (n =230), el intervalo de confianza viene dado por:
— 3
IC = (:E:l:zl_%-ﬁ)

donde =2 es la cuasivarianza muestral.

[rportante

El Error maximo admisible en el calculo de un intervalo de confianza para la media es:
o

El margen de error admisible es la amplitud del intervalo, 2E.



[mportante

El tamaifio de la muestra para que en el intervalo de confianza se cometa un error
prefijado al nivel de significacion a es:

[rportante

Sean dos poblaciones N(uh1, 01) Y N(Mp, 02); de cada una de ellas se elige una muestra
de tamafios ny y ny, respectivamente.

Sean T, Yy I~ las medias de la primera y de la segunda muestra respectivamente.
Para un nivel de significacion a, se tiene que

@ Si 07 Yy 0y son conocida, el intervalo de confianza viene dado por:

o 73
IC=|71-Z9 & Zy_o’ ny Th,
1

@ Si 01 Y 0 son desconocidas y ny y ny son grandes (n1=30 y ny =30), el intervalo
de confianza viene dado por:

IC=|z1-Tq £ zl_%' Ty Thy

donde ?% y "5“% son las cuasivarianzas de cada muestra.

[mrportante

El Error maximo admisible en el calculo de un intervalo de confianza para la diferencia

de las medias es:
2 2
g T
_ Y

El margen de error admisible es la amplitud del intervalo, 2E.



