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1. Rango de una matriz

Ya conoces una forma de clasificar las matrices por una caracteristica
propia, su orden. Este orden se representa nxm, donde n es el
numero de filas y m el nimero de columnas. Esta misma clasificacion
la podriamos utilizar en los escuadrones militares, clasificAndolos
segun el nimero de filas y de columnas que tiene cada escuadrén.

~ =

Desfile militar. Imagen obtenida del banco de
imagenes del ITE.

Pero el ejército también tiene otras formas de clasificar a sus escuadrones a
través de otra caracteristica propia de los mismos. Esta otra forma es
mediante los galones mas altos del militar que pertenece al escuadron. En
este caso un escuadron podria ser de Teniente si de entre todos los militares

2N gue pertenecen al mismo el de mayor rango es un Teniente, o podria ser
S capitédn o coronel... dependiendo del oficial de mayor rango que pertenezca a
ese escuadroén
Insignias militares. Tlustracion
obtenida de el Economista Cada uno de estos galones se identifica mediante una insignia que representa

el rango militar que tiene.

En el caso de las matrices también vamos a poder identificar una caracteristica que la identifica como si
fuera un rango militar.


http://bancoimagenes.isftic.mepsyd.es/
http://www.eleconomista.es/imag/ilustraciones/galonesejercito.jpg

1.1. Definicion de rango de una matriz ’1:\3:| A=\

Ahora vamos a estudiar una caracteristica propia de las
matrices que nos va a simplificar los calculos y
operaciones que debamos hacer utilizandolas.

Retomemos el caso de la cadena de supermercados que
gestiona Raimundo. En este caso podriamos estar
hablando de decenas de supermercados y de cientos de
productos de los que llevar la gestion en esos
supermercados. Por tanto, la matriz con la que llevaria
Raimundo la gestién seria enorme. Si consiguiéramos
quitar algunas filas o columnas de esa matriz,
estariamos ahorrando calculos ante el tratamiento
matematico de esa matriz.

Veamos un ejemplo para que pueda ilustrar lo que
estamos contando. Supongamos que la matriz de
pedido de tres tipos de leche en cinco de los
supermercados de los que lleva la gestion es la siguiente:

3 5
A=

B OO s
—
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En este caso observamos que se ha realizado un pedido de 15 del tipo de leche 2 para el supermercado 4.
Pero lo que a nosotros nos interesa es lo siguiente:

1.- El pedido de leche del supermercado 4 es el mismo que la suma de los pedidos de leche del
supermercado 1, del supermercado 2 y del supermercado 3. Es decir:

(81513)=(3 5 2)+(4 6 8)+(1 4 3)—>Fy = F{+Fq+Fg

2.- El pedido de leche del supermercado 5 es el mismo que el pedido del supermercado 1, menos la mitad
del pedido del supermercado 2 mas el pedido del supermercado 3. Es decir:

(261)=(3 5 2)—1(4 6 8)+(1 4 3)—> Fy= F|—+ Fy+Fy

De esta forma, si todos los calculos que necesitemos realizar, en lugar de hacerlos con la matriz 4 lo
hacemos con la matriz que sdlo tiene en cuenta los pedidos de leche de los supermercados 1, 2 y 3, es
decir, la matriz

simplificaremos los calculos enormemente. Posteriormente, para saber lo que ocurre con el supermercado 4
solamente deberemos utilizar la combinacion lineal que se ha indicado en el anterior punto 1 y para saber
lo que ocurre con el supermercado 5 solamente deberemos utilizar la combinacion lineal que se ha indicado
en el anterior punto 2.

En el caso anterior, las filas 4 y 5 son linealmente dependientes de las tres primeras, mientras que las tres
primeras filas son linealmente independientes. En el caso anterior, podemos decir que el rangode A es 3
y lo expresaremos de la siguiente forma:

rg(A)=3

Ademas, es claro que TQ(B)ZTQ(A)=3 , por lo que observamos que, si a partir de una matriz
cualquiera B obtenemos otra matriz ¢ , afiadiéndole a B filas o columnas que sean linealmente
dependientes con las que ya tiene la matriz B , el rango de las dos matrices es el mismo, es decir

rg(B)=rg(C)

[rportante




Asi, se llama rango de una matriz A al nimero de
filas (o columnas) linealmente independientes. Se
representa por rg (A). En cualquier matriz el nimero
de filas linealmente independientes coincide con el
nimero de columnas linealmente independientes. El
valor maximo que puede tener el rango de una matriz
es el menor de los numeros correspondientes al
nimero de filas y columnas.

De la definicion anterior tenemos que el rango de una
matriz a lo sumo puede ser el nimero de filas o el
nimero de columnas que tenga, el que sea mas S = i
pequeno de los dos. Asi, si una matriz es de orden Pescaderia. Imagen obtenida del banco de
Ex7 , el rango de esa matriz a lo sumo puede ser 5, imagenes del ITE.

es decir, el rango podria ser 1, 2, 3, 4 6 5.

Imagina en el caso de la gestion de la pescaderia de los supermercados que lleva
Raimundo, cédmo podria ser de grande la matriz de pedidos del pescado para 15
supermercados. Inténtalo, solamente tienes que afadir a la matriz una columna por cada
tipo de pescado que se venda... iilmpresionante!!, por lo que quitando las filas y columnas
que sean linealmente dependientes, simplificariamos bastante los calculos a realizar. De ahi
la importancia de calcular el rango de una matriz y de obtener las filas y columnas que sean
linealmente independientes.

En los siguientes puntos veremos dos formas de calcular el rango de una matriz. Ya veras
que los dos son bastante sencillos.

— ———

Corprueba o Jprercic/o ” H

Selecciona en cada caso la opcion u opciones que consideres correctas.

si A=(3583) elrango de la matriz es

()1
0 2
) 3
| Mostrar retroalimentacion
| Solucion
1. Correcto
: 2. Incorrecto ;
E 3. Incorrecto i
Elige la matriz que tenga rango 1
U 14

28
O (37

21



http://bancoimagenes.isftic.mepsyd.es/
https://www.ditutor.com/matrices/rango_matriz.html
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------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

: 1. Correcto
i 2. Incorrecto
' 3. Incorrecto

________________________________________________________________________________________________________________________

Si A= (% g g) observamos que F'n = 3-F'y . Entonces se dice que:

(J F{ y F5 son linealmente independientes

________________________________________________________________________________________________________________________

(J  F41 y F'3 no son proporcionales

| Mostrar retroalimentacion |

| Solucién
i 1. Incorrecto i
E 2. Correcto i
i 3. Incorrecto ]

Dada la matriz A= g '5 '? % % Si le afladimos la fila
01011 _ _

F4=F1+F2=(3 754 2)—}-(3 277 1):(6 91211 3) obteniendo la matriz

30557
B=lpg1011

6912113

En este caso tenemos que rg(B) es mayor que rg(A)

O} Enestecasotenemos que rg(B) esmenorque rg(4)
() Para calcular el rango de la matriz B bastaria con calcular el rango de la matriz A

(] En este caso tenemos que el rango de la matriz B puede que sea el mismo que el
rango de la matriz 4

________________________________________________________________________________________________________________________

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

________________________________________________________________________________________________________________________

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------




Solucion

1. Incorrecto
2. Incorrecto
3. Correcto
4. Incorrecto
5. Correcto
6. Incorrecto

Si tenemos una matriz J} de orden 3xf , selecciona la opcidon o las opciones que
consideres correctas:

(J Elrango de la matriz ) podria ser 2

i 1. Correcto
i 2. Incorrecto
i 3. Incorrecto
E 4. Correcto




1.2. Calculo del rango de una matriz por los
menores

-ie))

sl n AR

Vamos a comenzar ahora a utilizar una técnica para calcular el rango de una matriz. Animo, ya veras lo
facil que te resulta ya que vamos a basarnos en algo que ya conoces: los determinantes.

Recuerda que para calcular el determinante de una matriz utilizdbamos algunos menores que componian
la misma. Ahora vamos a hacer algo parecido. No debes perder de vista que, a la hora de calcular el rango
de una matriz, debemos indicar el nimero de filas y el nUmero de columnas (el que sea menor de los dos)
que sean linealmente independientes.

Para aplicar esta técnica de cdlculo del rango de una matriz lo vamos a hacer a través de un ejemplo.
Sabemos que si el determinante de una matriz es cero, sus filas son linealmente dependientes y sus
columnas son linealmente dependientes, por lo que vamos a intentar buscar la submatriz de mayor orden
cuyo determinante sea distinto de cero y esas filas y columnas que contenga seran linealmente
independientes. Observa bien el proceso.

En el siguiente video puedes ver un ejemplo de como aplicar este método para hallar el rango de una
matriz.

RANGO de una matriz por determinantes
Video alojado en Youtube

Imrportante —

Con esta forma de cdlculo que hemos visto en el video anterior, no solamente hallamos el
rango de la matriz, sino que también observamos que podemos definirlo como el orden mas
grande de la submatriz cuadrada con determinante distinto de cero, es decir, como el
mayor orden de los menores distintos de cero.


https://www.youtube.com/watch?v=xklVUv8-cZI
https://www.youtube.com/watch?v=xklVUv8-cZI

Corprueba o Jrreraic/o

Seguimos adelante ahora con el supermercado de Raimundo. En la gestion que estd
realizando del mismo hemos seleccionado cuatro tablas relacionadas con la distribucidon de
lacteos por distintos supermercados. En este caso solamente deseamos determinar el rango
de esas matrices para que posteriormente nos aparezcan unos calculos mas simplificados a
la hora de operar con ellas. Las matrices que hemos seleccionados son:

4—7-3 1 11 4 1 3-1
Aa=(%2=7) B=2Q & 0 c=(73| D={-2-4-5-7
6 9 SR 56 i 4 04

Con las anteriores matrices sabemos que el rango de la matriz 4 es |:| , el rango de la
matriz B es |:| , el rango de la matriz (' es |:| y el rango de la matriz ) es |:|




1.3. Calculo del rango de una matriz por el método
de Gauss

-ie))
oy
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Presentacion del Método de Gauss para calculo del rango
Video alojado en Youtube

El método de Gauss para calcular el rango de la matriz consiste en transformar, mediante determinadas
operaciones, la matriz dada en otra que sea triangular superior. Asi intentaremos que el elemento a1 sea

distinto de cero, pero todos los de la primera columna que estan por debajo sean ceros; el elemento as»

también tiene que ser distinto de cero y nulos todos los situados debajo en la misma columna; el elemento
az3 tiene que ser distinto de cero pero todos los elementos de la tercera columna situados por debajo tiene

gue ser ceros; y asi sucesivamente. Durante el proceso se eliminaran las filas o columnas con todos sus
elementos nulos. El rango de la matriz sera el nimero de filas con algin elemento distinto de cero.

Las operaciones que se pueden realizar en una matriz sin que varie su rango son:

a) Permutar dos filas o dos columnas.

b) Multiplicar o dividir todos los elementos de una fila o columna por un niimero real distinto de cero.
¢) Sumarle a una fila (o columna) otra paralela a ella.

d) Sumarle a una fila (o columna) otra paralela a ella multiplicada por un namero.

e) Suprimir las filas o columnas cuyos elementos sean todos nulos.

f) Suprimir una fila (o columna) proporcional a otra.

En el caso mas sencillo de que la matriz sdlo tenga dos filas (o dos columnas), sera suficiente comprobar si
dichas filas (o columnas) son proporcionales. Si son proporcionales el rango es 1 y si no lo son el rango es
2.

En el siguiente ejemplo vamos a ver como aplicamos el método de Gauss para calcular el rango de una
matriz:

Ejercic/io resuelto

Una empresa nacional de transporte de mercancias envia
camiones desde Madrid a distintos puntos de la geografia ~

AenaRAnla a la larAan Aa Ia camana Nac hamae fiinda an variace


https://www.youtube.com/watch?v=7wgQQLyHkSE
https://www.youtube.com/watch?v=7wgQQLyHkSE

Copailivia a v 1idiyuv uc 1a scilialia. I1Nud 1ICHivd 11jauuv il vaiias
de esas localidades: Sevilla, Valladolid, Barcelona, Bilbao y
Badajoz y hemos recogido en una tabla el numero de
camiones que envia a cada una de ellas durante la semana,
obteniendo la siguiente tabla:

Carga de camiones. Imagen
obtenida del banco de imagenes del
ITE.

Lunes Martes Miercoles Jueves Viernes Sabado

Sevilla 1 3 1 5
Valladolid 0 0 0 0 0 0
Barcelona 2 3 2 6 7 3
Bilbao 4 1 4 2 9 1
Badajos 1 7 1 14 9 0

Como podemos observar, la matriz que nos resulta es de orden 5x6, por lo que vamos
calcular el rango de dicha matriz pero esta vez utilizando el método de Gauss:

| Mostrar retroalimentacién |

Mira la siguiente presentacion:

Diapositiva 1

Presentacion alojada en Google Slides

Al aplicar el método de Gauss, cada vez que sustituyas una fila cualquiera F por una
combinacioén lineal de filas de la matriz, en esa combinacién lineal de filas debe aparecer


https://docs.google.com/presentation/d/e/2PACX-1vRUsb-wbakDU-kXSQAvXfDf_fLCUHkYD04NW2Fo76OYu_1GTNkL8Lx7PCH1AwCB-7-ztXpb-rYPWV33/embed?start=false&amp;loop=false&amp;delayms=3000
http://bancoimagenes.isftic.mepsyd.es/

la fila sustituida.

Una vez que has visto en el ejercicio anterior la resolucion mediante Gauss, practica un poco en los
siguientes:

Selecciona el tipo de nimeros con el que quieres trabajar y pulsa sobre el botén "Generar matriz". Cada
vez que pulses sobre este botdén aparecera una matriz nueva de la que tendras que calcular el rango
utilizando el método de Gauss.

EjerMatrjk - Rango Escoge opcion: - Toma un pivote en la diagonal principal XX X
Naturales - Opera fila pivote con cada fila inferior a ella 0xx
| Generar matriz | O Enteros - Para ello utiliza el m.c.m. de pivore y elemento 00x

- Y conseguirds ceros debajo de cada pivote

Pivote = all
S 2 Para obtener un 0 en a21 hacemos que * * *
s4) Cml)mon Gl (OO0
8 3 2 * * *

* * * Para obtener un 0 en a31 hacemos que * * *

[ e[ |mosr [gBen2] () ][]

I
*
*

* * Para obtener un 0 en a31 hacemos que * * *
e[ e [Ben?] [ [ |

*
I
*

Observa el nimero de filas, o columnas, no nulas que tiene la matriz triangulada. ;Cudl es su rango? D ¢ Bien?

Ejercicio tomado de la pagina de Algebra matricial, de Cristina Diaz y Luis Vaamonde.

Para saber mas —

Para seguir profundizando, en el siguiente enlace encontraras
mas ejercicios con los que seguir practicando el calculo del

rango de una matriz. selecciona el tipo de nimero que deseas
ntilizar lac dimencinnec de |Ia matriz v cada ve7 aile nilleec en



http://fresno.pntic.mec.es/~jvaamond/
http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2000/algebra/prog/rango30c.htm
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2. Inversa de una matriz

-ie)
o

2
)

¢Estas preparado o preparada para girar? Pues comenzamos...

Siempre que se tienen los medios para realizar una determinada
operacién, ya sea de tipo quirdrgico, bioldgico, quimico,
matematico, etc. una de las primeras investigaciones que se
realiza tiene el objetivo de encontrar el proceso inverso de forma
que la vuelva a la situacion de partida sea posible.

En nuestro caso, en el estudio de las matrices que nos ocupa, si
a una matriz A le sumo una matriz B, obtengo una nueva matriz
A+B ¢Qué matriz debemos sumarle para que me vuelva a
resultar la matriz inicial A que tenia? en este caso es sencillo ya
que basta sumar la opuesta de B (A+B)+(-B) = A

8 9-176
-7 4101

g _g Despegue de un cohete espacial. Imagen obtenida del
7 8 banco de imagenes del ITE.

8 9-176
(A+B)+(-B)=|5-7 4101]=4

Pero, ¢qué hacemos en el caso del producto?

Investiguemos.

Investigando. Imagen obtenida del banco

de imagenes del ITE.


http://bancoimagenes.isftic.mepsyd.es/
http://bancoimagenes.isftic.mepsyd.es/

2.1. Inverso de un nimero i

Vamos a comenzar por un caso simple del que ya conocemos como funciona.

Si elegimos un numero cualquiera, nos encontramos con una caso especial de una matriz

cuadrada de

Buscamos una matriz B, de forma que al multiplicarla por la matriz A, nos resulte la
matriz identidad, en este caso de orden 1, es decir:

P

w

orden 1. En este caso vamos a practicar con la matriz

A=)

AB=BA=I-(6)B=B(6)=(1)

En este caso sabemos que B — (l

)
Segun lo que conoces de la parte de numeros, sabes que a B se le denomina el inverso

) Imagen del ITE.

de A y que se representa como

A—1 esdecir 4—1— (%)

Por tanto, para el caso de los nimeros y el producto de nimeros es facil encontrar el

Imagen del ITE inverso ya que el inverso de un nimero 7, es 1 pero esto es asi siempre que el

nimero 7, sea distinto de cero. El cero es el Unico nUmero que no tiene inverso.

Corprueba o Jprercic/o 'l
Marca las respuestas correctas.
Dado un numero cualquiera k%
. 1

El inverso es L siempre
(J Al multiplicar % por su inverso el resultado siempre es 1.
(J Al multiplicar el inverso de } por el nimero j} el resultado siempre es 1
(J ElI ndmero 0 no tiene inverso.
(J Elinverso de cero es cero
(J Elinverso del inverso de Jk es el mismo nimero % .
| Mostrar retroalimentacion |
| Solucién
| 1. Incorrecto |
i 2. Correcto i
i 3. Correcto i
i 4. Correcto i
i 5. Incorrecto i
i 6. Correcto i



http://bancoimagenes.isftic.mepsyd.es/
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2.2. Definicion de inversa de una matriz ?311 Zre)

Observa los precios de tres
prendas de vestir que
hemos seleccionado en unos
almacenes:

El precio de cada prenda
varia si es el precio normal,
el precio en rebajas o el
precio super-rebajado. Asi
observamos un cuadro de
precios como el que sigue:

Imdégenes de elaboracién propia

Chaleco Camisa Pantalones
Normal 12 22 35 12 22 35
Rebajas 11 15 30 — A= 181 %2 gg
Super—rebajas 8 14 25

Si en el centro comercial las ventas de cada una de las prendas en cada uno de los trimestres fueron las
que se recogen en el siguiente cuadro:

Tremestrel Trimestre2 Trimestre3 Trimesitred 1012 15 10
Chalecos 10 12 15 10 __p_[{41512 4
Camisas 4 15 12 4 V9100 4
Pantalones 9 10 0 4

Para conocer la cantidad de dinero que ganariamos en cada trimestre dependiendo de si ese trimestre los
precios son los normales, es un trimestre de rebajas o es un trimestre de super-rebajas, solamente
necesitariamos multiplicar la primera matriz por la segunda:

12 22 351/10 12 15 10 523 824 444 348
AB=|111530| 4 1512 4 |=| 440 657 345 290 |=M
8 14 2 9100 4 361 556 288 236

Segun lo anterior, tendriamos que la cantidad de dinero ganada por trimestre dependiendo de si ese
trimestre era normal, de rebajas o de super-rebajas es: . .
Trimestrel Trimestre2 Trimestred Trimestred

Normal 523 824 444 348
Rebajas 440 657 345 290
Super—rebajas 361 556 288 236

De esta forma, si el centro comercial hubiera estado de rebajas el
segundo trimestre habria ganado 657€ con la venta de chalecos, camisas
y pantalones.

En este caso conociamos la matriz de precios A y la matriz de ventas por
trimestre B y hemos podido calcular con una simple operacion la matriz
de ganacias M. Pero, écdmo podriamos calcular la matriz B si
conociéramos la matriz A y la matriz M? Para responder a esta pregunta, :
imagina que tuviéramos una matriz F de forma que al multiplicar F por A Imagen del ITE.
resultara la matriz identidad. En ese caso tendriamos:

AB=M > F-A-B=F-M —
—I-B=FM-—B=FM

Si tuviésemos la matriz F ya lo tendriamos solucionado.


http://bancoimagenes.isftic.mepsyd.es/

'

Impoortante —

Dada una matriz cualquiera 4 Ilamamos inversa de 4 a otra matriz que denotaremos
A—1 que cumpla que:
AA-l=a-la=T

donde [ es la matriz identidad.

De la igualdad anterior podemos deducir que si la matriz 4 tiene orden nxm
y la matriz 4—1 tiene de orden pXg :

1.- Como debemos multiplicar 4 por 4—1 entonces m=p .
2.- Como debemos multiplicar 4—1 por 4 entonces g=mn .

3.- Como el resultado de ambos productos debe ser la matriz identidad que es
una matriz cuadrada entonces m=p=mn=¢q , por tanto , para que una matriz
Imagen del ITE tenga matriz inversa, debe ser una matriz cuadrada

4.- Como el determinante de un producto de matrices es igual que el producto de
los determinantes de ambas matrices entonces, el determinante de la matriz 4 no puedes ser cero ya
que el determinante de la matriz identidad es 1.

Corprueba o Jprercic/o

Comprueba ahora lo que has aprendido marcando las opciones que sean correctas.
Dada una matriz 4 sabemos que:
(J 1.- Para que tenga inversa debe ser cuadrada.

(J 2.- Sitiene orden 3x2, la matriz inversa tiene orden 2x3
(] 3.- El determinante de la matriz debe ser distinto de cero.
(J 4- 4.4-1=—a-1.4

| Solucién

1. Correcto

E 2. Incorrecto
i 3. Correcto

i 4, Correcto



http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/

2.3. Calculo de la inversa de una matriz
‘ {

/nportante

Dada una matriz

A

tiene determinante distinto de cero, es

la formula por la que podemos calcular la inversa de la matriz, si
A~

r
= A|(Ad5‘ (4))
por el inverso del determinante
—

Es decir, la inversa de una matriz es igual a la matriz traspuesta de su adjunta multiplicada
Ejercic/io resuelto

—

Vamos a calcular la matriz inversa de
A=

%11 %12 %13 101
Ua1 %92 %93 |=
031 939 933

241
—207)

Para ello vamos a aplicar la formula que nos han indicado anteriormente
| Mostrar retroalimentacion |

: adjuntos por cualquiera de las filas o columnas.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Para calcular el determinante de la matriz A lo podemos hacer desarrollando por
Calculamos todos los menores para calcular la matriz adjunta
+.n 4
T O
_(_1\é |
Ap3=(-1) |-2 o| 8 |




01
4 1

Az =(-1)¥ {|=-4

Agz= (—1)6|% 2| =4

10
24

' De esta forma tenemos que:

o 28 —16 8
=371

iAsi:
= Lagjeayt = A3
=g AdA) =3

| Por tanto
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________________________________________________________________________________________________________________________

Relflexiona

Comprueba que en el ejercicio anterior, al multiplicar 4 por A4—1 resulta lo mismo que

multiplicar A—1 por A vy el resultado es la matriz identidad

| Mostrar retroalimentacion |

........................................................................................................................

' Recuerda bien como se multplicaban dos matrices:

. 7 1 4
| 101 ?ltlj_lg 1459-129 9
Cod.Aa—1 — 41 1 )1 &6, 2
a4 —(_3371) 923 |= |97 9713
' 20 1 14 14
Y 9 —9 17

7 1

wrac| 302 20
T\ 3% 207/
50 3

________________________________________________________________________________________________________________________
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Practica ahora lo que has aprendido.
1.- Introduce la matriz A de la que quieras calcular su matriz inversa

2.- Recuerda que ahora debes calcular el determinante de la matriz que has introducido ya que solamente
se puede calcular la matriz inversa si el determinante es distinto de cero. Cuando lo hayas calculado pulsa
sobre el botén Det(A) para comprobar que lo has hecho bien

3.- Ahora debes calcular la matriz adjunta de la matriz A. Cuando lo hayas hecho, pulsa sobre el botén
Adj(A) y comprueba si la has calculado bien.

4.- Con los datos que tienes, puedes calcular la matriz inversa. una vez que la hayas calculado, pulsa sobre
el botén Inv(A) y comprueba si te ha salido correctamente:

Matriz A : Adjunta de A : Inversa de A :

Operaciones de paso: Determinante:

[ Det(A) | |

- Curiosralac!

Si deseas utilizar las herramietas que te proporcionamos en el "Practica ahora" pero con
una matriz de orden 2, por ejemplo
_{l5
A= (2 3

introduce la matriz

T
b=

LA
e

y observa dénde aparece la inversa de 4

V —

P,Para saber mas

Una matriz 4 diremos que es una matriz ortogonal si al multiplicarla por su traspuesta
resulta la matriz identidad, es decir:
AA =T

De lo que se deduce que si 4 es una matriz cuadrada, 4! seria la matriz inversa.

Comprueba que la matriz siguiente es ortogonal:

/10 0\






2.4. Calculo de la inversa de una matriz por el

/—
método de Gauss *{I i

-ie))
Y

Presentacion del Método de Gauss para calcular la inversa de una matriz
Video alojado en Youtube

Vamos a utilizar ahora el método de triangularizacién de Gauss para conseguir la matriz inversa. Este
método consiste en realizar transformaciones lineales en una matriz cuadrada 4 con determinante
distinto de cero, de forma que consigamos obtener la matriz identidad. Estas mismas transformaciones se
las aplicaremos a la vez a la matriz identidad correspondiente de forma que al finalizar el proceso, lo que
inicialmente era la matriz identidad se transformaen 4—1 .

Para que lo veas mejor lo vamos a hacer con un ejemplo.

Ejercic/o reswuelto

Vamos a calcular la matriz inversa de 4 = (all alz) = (3 5)
az1 Az 4 8

Para calcular la matriz inversa vamos a aplicar el método de Gauss. Recuerda que ya hemos
utilizado el método de Gauss para calcular el rango de una matriz. Las operaciones que se
pueden realizar en una matriz sin que varie su rango son:

a) Permutar dos filas o dos columnas.

b) Multiplicar o dividir todos los elementos de una fila o columna por un ndmero real
distinto de cero.

c) Sumarle a una fila (o columna) otra paralela a ella.

d) Sumarle a una fila (o columna) otra paralela a ella multiplicada por un namero.
e) Suprimir las lineas (filas o columnas) cuyos elementos sean todos nulos.

f) Suprimir una fila (o columna) proporcional a otra.

En este caso, las opciones e) y f) no vamos a necesitar realizarlas ya que para que una
matriz tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.



http://www.youtube.com/embed/lMIg6a0A1Bo

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

' Ahora lo aplicamos paso a paso. Mira el siguiente video y apréndete el truco que viene al
! final:

Matriz INVERSA por el método de GAUSS
Video alojado en Youtube

________________________________________________________________________________________________________________________

Relflexiona

Comprueba que en el ejercicio anterior, al multiplicar 4 por A—l es lo mismo que
multiplicar A—l por 4 vV el resultado es la matriz identidad

| Mostrar retroalimentacion |

 Recuerda bien como se multplicaban dos matrices:

A,A_1=(3 5).(2 —5/4)=(3.2—5.1 —15/4+15/4)=(1 0)

4 8 \-1 3/4 4.2-8.1 —20/,4+24/7,] O 1



https://www.youtube.com/watch?v=NKDbbpkPCz4

________________________________________________________________________________________________________________________

Te proponemos una actividad con ejercicios guiados. Cada vez que pulses sobre el botén "Generar (A|10)"
aparecera una matriz nueva para calcular la inversa. Escribe la trasformacién lineal que consideres (ojo,
sblo te aceptara la mas sencilla) y pulsa sobre el boton "éBien?" para verificar si lo has hecho bien.
Posteriormente escribe el resultado de hacer la trasformacion correspondiente. Animo que, como has
podido ver, es cuestién de multiplicar y sumar...



EjerMatrik Escoge opcion: - Formala "matriz" (A 110)

@® Naturales - Triangula tomando como pivote all
Inversa . .
O Enteros - Retriangula tomando como pivote a22
- Haz unos en la diagona principal
| Generar (A]10) | - "Extrae" la matriz Al de la (101 Al )
1. Triangulamos
Pivote = all
8 3 1 O * * * *
6 9 0 1 I

%béﬁfzrl [ Jml Jrosr

2. Retriangulamos

Pivote = a22
* * * * l ‘ I l l ‘ I l

Venarz P2 JoFiesm

3. Hacemos unos en la diagonal principal

xx 01

10, xx
01 "xx

L, |

|

?2:162?1 :] “F1 -->Fl

R

'

Applet alojado en el ntic.educacion.es

Para saber mas

Para seguir profundizando, en el siguiente enlace encontraras
mas ejercicios con los que seguir practicando el calculo de la

7~ -


http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2000/algebra/prog/ejermatrikinversan2.htm
http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2000/algebra/prog/minversa30c.htm



http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/

3. Ecuaciones matriciales iad

()

Ahora ya conoces la forma de marear algunas matrices, ya que hay otras que no se dejan

recuerda que debes marearlas a ellas sin marearte tu y, para ello, debes tener claro los
conceptos que estas utilizando, cuadndo puedes utilizarlos y cdmo debes utilizarlos. Para

d
por mucho que lo intentes. Te hemos mostrado dos métodos para marearlas, pero 30%
n{rs? g
0}9

aclararte un poco todo esto nos encontramos ahora aqui.

'

[rpoortante

Si A es una matriz cuadrada nxn cuya inversa es A—l y si X es una matriz incégnita y B

una matriz conocida, ambas con n filas, entonces la solucion de la ecuacion matricial

AX=B
viene dada por
X=A"1B
Al resultado anterior se llega de la siguiente forma
AX =B
A7laX =A"1B;, A~ 1A =T7=matriz unidad
IX=A"1lB
X=A"1R
7 p— —— -‘

Corprueba o Jrreraic/o

Ahora te proponemos un ejercicio mas directo en el que observes que podemos resolver
ecuaciones con matrices. En este caso la ecuacidon matricial que te proponemos es la

siguiente:
AX=B
Donde las matrices que aparecen son: 4 — ((1J %) Y B= (% 4%) '

En este caso, la matriz X es

L]
L]

En los siguientes videos puedes ver ejemplos de resolucidon de ecuaciones matriciales.



Cémo despejar ecuaciones matriciales
Video alojado en Youtube

Ecuacién matricial 01
Video alojado en Youtube

Ecuacién matricial 02
Video alojado en Youtube

Ejercic/o reswuelto

Ecuacién matricial 03
Video alojado en Youtube

Una empresa de cacao importa este alimento desde dos
zonas situadas cerca de la frontera de Colombia llamadas
Cimborazo y Cotopaxi. Durante los tres primeros meses
del afio, por cada saco que exportaba de la primera zona
pensaban pagar 2 euros y por cada saco de la segunda
pagaba 3 euros.



https://www.youtube.com/watch?v=cuoJCSNz_v8
https://www.youtube.com/watch?v=blpZk6-uMiA
https://www.youtube.com/watch?v=TVDn72jbXd4
https://www.youtube.com/watch?v=FfDyx-9a4fg

Pero ahora llega una época de crisis y han decidido pagar
1 euro por cada saco venga de la zona que venga. El
administrador de la empresa ha estado echando cuentas y
ha obtenido una tabla en la que recoge el dinero que
deberian haber pagado si hubieran mantenido el precio
incial y el dinero que realmente van a pagar cada uno de
los meses:
Con preclo iniclal Con precio final

Enero 97 38
Febrero 54 22
Marzo 138 53

Un segundo administrador se pregunta é¢Cuanto deberian
haber pagado cada mes si hubiesen pagado 1 euro por
cada saco proveniente de Cimborazo y 2 por cada saco
proveniente de Cotopaxi? Evidentemente, para calcular
esto, deberd conocer primeramente el nimero de sacos
que ha comprado la empresa en cada una de las zonas. A
ver si puedes echarle una mano.

| Mostrar retroalimentacion |

Calculemos primero la matriz de precios P

Precio inicial Precio final

Enero Gqq
Febrero Gy
Marzo Gaq
%11 %19
—|=X =| %21 %3
@31 %37

De esta forma sabemos que X.P =

dnico.
matriz identidad X .7 = C.P—1

que

X=c-p1

-(31)

:C:

Ahora nos proponemos calcular una matriz A que tenga la forma

%12
%99
@39

Imagen del ITE

—
L
Los]

Lo aiNe)

rep
LIBD00

Por tanto, ya tenemos la forma de calcular la matriz X que necesitamos.

Cimborago 2 1 —pP

Cotopaxxi 3 1
Sabemos que la matriz de dinero que se hubiera pagado cada mes y dinero que se va a
pagar es:

Con precio inicial Con precio final

Enero 97 38

Febrero 54 22

Marzo 138 53

Sacos comprados en Cimborazo Sacos comprados en Cotopaxi

Observamos que la matriz P tiene determinante distinto de cero, por lo que podemos
utilizar su matriz inversa (que existe) por lo que si multiplicamos a ambos lados de la
igualdad por la matriz inversa de P, podremos despejar la X. Lo hacemos por la parte
derecha ya que recuerda que en el producto de matrices el orden de los factores es

X.P.-P~l—=¢.P—1 por tanto, como el producto de una matriz por su inversa es la

Y como el producto de una matriz por la matriz identidad es la misma matriz, tenemos



http://bancoimagenes.isftic.mepsyd.es/
http://bancoimagenes.isftic.mepsyd.es/

J

Corprueba o gprreraic/o

Escribe ahora la matriz X solucion del ejercicio anterior y escribe debajo la matriz de lo
gue hubieran pagado cada mes segun los calculos del segundo administrador

1.- La matriz X es:

Marzo |:|




4. Especial selectividad

-io)
o
)

Ejercic/io reswuelto

Ahora te proponemos unas serie de ejercicios aparecidos en selectividad relacionados con la

- matriz inversa o el rango de matrices de cara a que te sirvan de preparacién de esta prueba.

Recuerda que, como te hemos indicado en los temas anteriores, estos ejercicios no forman
parte de tu formacion a distancia sobre este tema, sino para profundizar por si fuera de tu
interés preparar la selectividad. Aunque recuerda que los procesos de resolucién son los
mismos que utilizas en los ejercicios que debes hacer, por lo que quizas te sirvan de practica.

Sea 4 una matriz cuadrada que cumple que A2=A+I donde J es la matriz
identidad. Demuestra que la matriz 4 tiene inversa

| Mostrar retroalimentacion |

: Para que la matriz 4 tenga inversa debe cumplir dos cosas: que sea una matriz
cuadrada y que su determinante sea distinto de cero. Vamos a intentar encontrar la
inversa de la matriz 4 . Para ello vamos a partir de la propiedad que nos indican:

A= A4T=— A2 A=T==A(A-T)=1I
Asi, por las propiedades de los determinantes tenemos
|A(a-D)| =11 =1==|A}l{(4-I)|=1

: Como el producto es uno, ninguno de los dos determinantes puede se cero, por lo que el
i determinante de A es distinto de cero.

: De lo anterior deducimos que la matriz 4 tiene inversa.

Es mds, B —= A—J podria ser la inversa de la matriz A4 , pero aun no lo sabemos,
i nos quedaria probar que (A—I)A =TI Comprobémoslo:

(A-NA=A2-A=(A-N4+A=A4T-A=T

Ejercricio reswuelto

Sean las matrices 4 — (% _[1]) y B= ((85 :,?) .




=B.

—1_

Calcula una matriz X de formaque X 4 X

| Mostrar retroalimentacion |

Selectividad (Parte 1)
Video alojado en Youtube



https://www.youtube.com/watch?v=9d7cNFvy8xM

Selectividad (Parte 2)
Video alojado en Youtube

Corprueba o grreraiclo

Dada la matriz 4 =G %)
Calcula una matriz ¥’ de forma que AZX = A

La matriz 42 es

L]

23

y la matriz X es



https://www.youtube.com/watch?v=fjvvJlw4Nas

-

Ejercicio resuelto

Calcula dos numeros naturales g y § menores que 10 de forma que la matriz 4 tenga
rango 2, siendo

(226)
A= 05a
316

| Mostrar retroalimentacion |

El elemento %11 = 2 qgue no es cero, por lo que el rango de 4 al menos es 1.

También observamos que

22
05

por lo que el rango de 4 al menos es 2. Para que sea exactamente 2, todos los
menores de orden 3 que obtengamos pivotando sobre el anterior deben ser cero. Pero el

=10

Unico menor que existe de orden 3 es la propia matriz 4 , por lo que debe cumplirse
que:

122 b


https://www.youtube.com/watch?v=J52ZKAzD1F4

05a|=0
31b

Asi que desarrollamos

226
g ? g =10b+46a—15b—2a = —5b+4a

i Luego, para que el determinante sea cero tenemos que :
| 5b i
; —5bt+4a=0=—=4a=5b==a=7% ;
i Dado que g y b tienen que ser niumeros naturales, } deberia ser multiplo de 4, esi
i decir, los valores de } podrian ser 4, 8, 12, 16... (Ojo, el cero no sirve ya que no es un |
' i numero natural). :

| Pero ademas, g y p deben ser menores de 10, por lo que } soélo podria tomar los :
vanres 4 y 8. Pero si toma el valor 8, el valor de g es 10 que no es menor que 10.

. Por tanto, para que el detreminante de la matriz 4 sean igual a cero se debe cumplir:
que b=4 vy, portanto g —=25§ . Con estos valores, el rango de la matriz 4 es 2.

Ejercic/io resuelto

Calcula el rango de la matriz A en funciéon del paramentro A& ¥ , siendo A la
siguiente matriz:

A 10
Az(—l 22 —2)
1-1 2

| Mostrar retroalimentacion |

| Mira el siguiente video:

g g g gy ey g g gy |



https://www.youtube.com/watch?v=2OV1inn05zY

)

m
m—1

1
1

m m—1 m(m—1)

Video alojado en Youtube

Zo

Selectividad Castilla - La Mancha

/i
A=

/O /esue.

e/ C/

E/

Estudia el rango de la matriz

| Mostrar retroalimentacion |



https://www.youtube.com/watch?v=2OV1inn05zY
https://www.youtube.com/watch?v=-yeQsZeHvY4

Selectividad (Parte 2)

Selectividad (Parte 1)
Video alojado en Youtube
Video alojado en Youtube

Corprueba o grreraiclo



https://www.youtube.com/watch?v=-yeQsZeHvY4
https://www.youtube.com/watch?v=jUcRNpcTtKs
https://www.youtube.com/watch?v=jUcRNpcTtKs

Determina el rango de la matriz 4 en funcidn de los valores del parametro §

-1 2 b
A=( b b-3 —1)
0 2 1

1
Si b=§ el rango es|:|

Si b= |:|el rango es|:|.

En caso contrario el rango es |:|



http://matematicasbachiller.com/videos/2-bachillerato/introduccion-al-algebra-de-lo-lineal/01-calculo-matricial-4

Resumen

do))
.-

Inportante il

Asi, se llama rango de una matriz A al nimero de filas (o columnas) linealmente
independientes. Se representa por rg (A). En cualquier matriz el nimero de filas
linealmente independientes coincide con el numero de columnas linealmente

independientes. El valor maximo que puede tener el rango de una matriz es el menor de
los nimeros correspondientes al niumero de filas y columnas.

De la definicion anterior tenemos que el rango de una matriz a lo sumo puede ser el
nimero de filas o el nimero de columnas que tenga, el que sea mas pequefio de los dos.

Asi, si una matriz es de orden kx7 , el rango de esa matriz a lo sumo puede ser 5, es
decir, el rango podria ser 1, 2, 3, 4 6 5.

I—

Irportante —

Dada una matriz cualquiera 4 Ilamamos inversa de 4 a otra matriz que denotaremos
A—1 que cumpla que:
AA-l=A"lAa=7
donde [ es la matriz identidad.


https://www.ditutor.com/matrices/rango_matriz.html

INVERSA DE MATRICES

Definicién
Métodos
Aplicaciones

DEFINICION
Dada una matriz A, ¢Podremos encontrar otra matriz B tal que A-B=B-A=I?

Esta matriz B existe aunque no siempre, de existir se le llama matriz inversa de Ay
se nota A-1. Para que exista la inversa de A, ésta tiene que ser cuadrada pues de
lo contrario no se podria hacer el producto por la izquierda y por la derecha,

luego cuando hablamos de matrices invertibles estamos hablando de matrices
cuadradas.

Se dice que una matriz cuadrada A es inversible, si existe una matriz B con la
propiedad de que:

AB=BA=/
siendo / la matriz identidad.
Denominamos a la matriz B la inversa de Ay la denotamos por A-1.

Una matriz se dice que es inversible o regular si posee inversa. En caso contrario,
se dice que es singular.

La matriz inversa de A es otra matriz que representamos por A * y que verifica:
AA =41 .4=1
La matriz nversa de A es

at =L (adja)”

|

Solamente tienen inversa las matrices cuadradas cuvo determinante es distinto

Inversa de matrices
Presentacion de Arge Rangel alojada en SlideShare

I —
/

[mpportante

Dada una matriz 4 , la formula por la que podemos calcular la inversa de la matriz, si
tiene determinante distinto de cero, es:

A== (Ads(a))f

Es decir, la inversa de una matriz es igual a la matriz traspuesta de su adjunta multiplicada
por el inverso del determinante


http://www.slideshare.net/argerangel
http://www.slideshare.net/argerangel/inversa-de-matrices-31099798

I —
/

[mportante

Si A es una matriz cuadrada nxn cuya inversa es 4—1 y si X es una matriz incégnita y B
una matriz conocida, ambas con n filas, entonces la solucion de la ecuacion matricial

AX=B
viene dada por
X=A"1EB
Al resultado anterior se llega de la siguiente forma
AX =B
A7laX =A"1B;, A~ 1A =T7=matriz unidad
IX=A"1pB
X=A"1RB
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