Analisis I: Derivada de una funcion
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1. Introduccion
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Eras, instante, tan claro.

cortos. Seguro que en algin momento te ha embriagado el sabor de un instante
Perdidamente te alejas,

Nuestras vidas estan repletas de momentos sencillamente magicos, unos mas largos y otros demasiado

A

dejando erguido al deseo

con sus vagas ansias tercas [...]
Luis Cernuda (1902-1963). Fragmento del poema Eras, instante, tan claro...

Gota de agua

Video alojado en Youtube



http://es.wikipedia.org/wiki/Luis_Cernuda
http://www.poemas-del-alma.com/eras-instante-tan-claro.htm
http://www.youtube.com/embed/Iq3UBmSH7Ps
https://www.youtube.com/watch?v=Iq3UBmSH7Ps
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2. Derivada de una funcion

Unos versos de Luis Cernuda dedicados al instante y un video sobre gotas de agua nos han servido para
empezar este tema de una forma algo nostalgica. En la escena del video vemos como es la misma
secuencia pero filmada con distintos FPS (significa frames per second, en espafiol imagenes por segundo).

¢Qué ocurriria si cada vez tuviéramos menos FPS? Pues muy sencillo, cada vez tendriamos menos detalle
en la filmacién, y podriamos llegar a obtener (si lo reducimos lo suficiente) a una imagen captada en un
instante. Aqui tenemos dos ejemplos:

Fotografia de fernando en Flickr. Licencia CC Fotografia de Bent yet en Flickr. Licencia CC

En Matematicas ocurre algo parecido con las funciones, podemos estudiar la rapidez con la que una funcién
crece o decrece en un intervalo, y si cada vez hacemos este intervalo mas pequefno, podemos llegar a saber
lo que ocurre en un instante determinado.

En el siglo XVII junto a la geometria analitica
surge el célculo infinitesimal, este consta de dos
partes principales:
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- El calculo diferencial.
e '=\‘i;hi\\

@ El calculo integral.

El primero aparece en relaciéon a problemas que
se venian planteando desde hacia siglos,
similares a los siguientes:

@ Determinacion de la velocidad instantanea de un
movil en un punto de su trayectoria.

@ Obtencion de la recta tangente a una curva en
uno de sus puntos.

Fotografia de nickicolleen en Flickr. Licencia CC

Ambos problemas, si bien muy distintos, tienen

un mismo planteamiento matematico a la hora
de su resolucion. Para entenderlo vamos a utilizar la siguiente animacién de GeoGebra. La misma la puedes
poner en marcha o parar pulsando sobre el botdn que figura en la parte inferior izquierda.


http://es.wikipedia.org/wiki/Im%C3%A1genes_por_segundo
http://www.flickr.com/photos/revilla/500408517/in/photostream/
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/
http://www.flickr.com/photos/revilla/500408509/in/photostream/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://www.flickr.com/photos/25942127@N04/2761952426
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/
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Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC

En la animacién de arriba podemos observar la grafica espacio-tiempo que recoge la distancia que recorre
un moévil en funcién del tiempo. Si hallamos las posiciones que ocupa el mévil en los puntos A y B, podemos
determinar la velocidad media que ha llevado entre esos dos puntos a partir de la férmula de la tasa de
variacién media (TVM), esta a su vez es la pendiente de la recta secante que figura en azul. Cuando
activamos el botdon de ejecucion de la animacidn podemos observar que si el punto B se va acercando al
punto A, los valores de la tasa de variacion media van variando y se van aproximando a la pendiente de la
recta tangente a la grafica en el punto A la cual figura en color rojo. A este valor se le conoce como tasa
de variacion instantanea (TVI), y constituye la velocidad instantanea del mévil en dicho punto.

Si hacemos abstraccién en la animacién de arriba del significado de las variables. El mismo planteamiento
nos permite también hallar la recta tangente a una curva en cualquiera de sus puntos. Si activamos la
animacién podemos observar que a medida que el punto B se va aproximando al A, la secante (en azul), se
va acercando cada vez mas a la tangente (en rojo), analiticamente esto lo indica el hecho de que el valor
de la tasa de variacion media se va aproximando cada vez mas a la pendiente de la recta tangente, la cual
constituye la tasa de variacion instantanea.

Tanto en el caso del mévil como en el de la recta tangente en el punto A, encontramos como denominador
comun que existe una magnitud h, que se va haciendo "tan pequefia como se quiera" o "infinitamente
pequefia" la cual a su vez ocasiona que otra magnitud (el cociente c/h en la animacion) tienda hacia un
valor concreto. La determinacion de este valor matematicamente se realiza mediante una operacién de
obtencién de un limite o dar el "paso al limite". Las expresiones: "tan pequefia como se quiera" o
"infinitamente pequeiia" se utilizaron durante siglos hasta que en el siglo XIX se procedidé a una definicidén
mas formal y rigurosa por parte de Cauchy de ese "hacerse infinitamente pequeno".

La tasa de variacion instantdnea en un punto se conoce como derivada de la funciéon en un punto. A
partir de la derivada de la funcién en un punto podemos dar un paso mas y hallar la derivada de la funcién
para un punto genérico x cualesquiera, la expresion obtenida se le conoce como funcién derivada.

Por ultimo, al alumno/a le debe quedar claro que la derivada de la funcion en un punto es igual al valor
de la funcion derivada en dicho punto.


http://www.geogebratube.org/material/iframe/id/27707/width/662/height/565/border/888888/rc/false/ai/false/sdz/false/smb/false/stb/false/stbh/true
https://creativecommons.org/licenses/by/1.0/

Todos estos conceptos los iremos desarrollando en los proximos apartados.



2.1.

Tasa de variacion media vy variacion
instantanea
Irpportante
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viene dada por:

Si tenemos una funcién f, la tasa de variacién media de la funciéon entre dos puntos a y b

J(b)—fla)
TVM(a,b)= b—a
Geométricamente, la tasa de variacion media de la funcion f en el intervalo [a,b] es la
— '/,‘.

pendiente de la recta secante a la grafica de f que pasa por los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)).

— -‘
f(x)=x2+2x en cualquier intervalo y ver qué relacion guarda con la recta secante.

Observemos la siguiente escena de GeoGebra. En ella, podemos calcular distintas TVM para la funcién

f(x) = x® + 2x
_ f(1.73) — £(0.71) _ 6.45—-1.92
TVMI0.71,1.73] = 173071 ~173—om -4

Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC

Ejercic/o reswuelto



http://www.geogebratube.org/material/iframe/id/26713/width/707/height/421/border/888888/rc/false/ai/false/sdz/false/smb/false/stb/false/stbh/true
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Calcula la tasa de variacién media de la funcion f(x)=x2+3x+1 en el intervalo [-2,1]

| Mostrar retroalimentacion |

Observa el siguiente video:

Tasa de variacion media
Video alojado en Youtube

éPero, qué podemos hacer si queremos saber la velocidad en un momento concreto? Por ejemplo, la
velocidad instantanea cuando paso por una estacidén sin para en ella. Si queremos definirla a partir de esa
misma relacion espacio recorrido y tiempo empleado en recorrerlo, tenemos un problema porque ese
tiempo seria cero y el espacio también.

Sin embargo podemos recurrir a la idea de considerar las velocidades con que hemos recorrido trayectos
cada vez mas pequenos. Parece razonable que, si esos trayectos se van acortando hasta cero, las
velocidades medias se iran aproximando a la velocidad con que viajo en ese instante determinado.

Volvamos atrds a nuestro video y a las imagenes de las gotas de agua. Si lo vemos de nuevo, podemos
comprobar que a menor nimero de fps, la grabacion es cada vez mas rapida. Es decir, si nos acercamos lo
maximo posible a 0, nuestra grabacidon se convertiria practicamente en una fotografia de un instante.

Si ahora volvemos a las funciones y, teniendo en cuenta que b es mayor que a, se puede expresar b como
a+h, donde h seria un ndmero real y positivo, y de esta forma la tasa de variacibn media se podria
expresar con la siguiente formula:

fla+h) — fla)
h

Si h se aproxima a cero, el punto b=a+h se aproximara al punto a y la tasa de variacién media tendera
entonces a un valor que denominamos tasa de variacidon instanea de la funcion f en el punto a. Que si
hablamos en términos de velocidad, seria justo la que marca el velocimetro de nuestro coche en un
determinado momento.

TVM =


http://www.youtube.com/embed/Mk0Mr_ctdUA
https://www.youtube.com/watch?v=Mk0Mr_ctdUA

'

Inpoortante —

La tasa de variacion instantanea de funcion f en un punto g viene dada por:

TVI@)= Jim TR0

Ejercric/o reswuelto

Calcula la tasa de variacién instantanea de la funcién f(x)=x2 en x=2

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Cf@+R)-f@) . @2+h?*-22  4+4h+h*P—-4 |
¢ TVI = lim = lim = lim =
i h—0 h h—0 h h—0 h '
o tRER L RAER)
| =L |

i La tasa de variacion instantanea es 4.

________________________________________________________________________________________________________________________

Corprueba o Jpreraic/o

Unos disenadores informaticos han estado trabajando durante varios meses para poder
acercar, a través de Internet, una visita a la Capilla Sixtina. El movimiento que se puede
realizar en cada una de las direcciones dentro de la recreacién virtual de la Capilla, lo han
conseguido a través de una funcién plana que se aplica en la direccién en la que se mueve
el raton del ordenador, de forma que pueda seguir ofreciendo una perspectiva préoxima a la
realidad. La funcién utilizada es:

flz)=2252+6

De esta funcién han realizado las siguientes anotaciones en su estudio:

1.- La tasa de variacion media entre los valores 1y 3 es |:| .

2.- La tasa de variacion media entre los valores 4 y 8 es |:| .



http://es.wikipedia.org/wiki/Capilla_Sixtina

3.- La tasa de variacion instantanea en el valor 3 es |:| .

4.- La tasa de variacion instantanea en el valor 5 es |:| .

Ayudales completando los valores.

Ejercic/o reswuelto

La empresa de motores MOTORESA ha disefiado
un nuevo motor de gasolina que pretende
introducir en el mercado. Los ingenieros de la
empresa saben que el consumo de gasolina
depende de la velocidad a la que vaya el motor.
Si llamamos x a la velocidad, la funcidon que
proporciona el consumo de gasolina en funcion de
la velocidad es

flz)=23432-1

Para contrastar lo bueno que es el motor frente a
sus competidores, han decidido basarse en la
tasa de variacion instantanea del consumo del
motor a velocidad 1.

Fotografia de williamcho en Flickr. Licencia CC

Calcula esa tasa de variacion instantanea.

| Mostrar retroalimentacion

La tasa de variacién instantanea es la derivada de la funcién f(x) en el punto =1
(esto se vera en el siguiente apartado). En el siguiente video podemos comprobar como
se calcula:



tp://www.flickr.com/photos/84493444@N00/2841772751
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/

Céalculo de derivada por definicion. Mariano Real.
Video alojado en Youtube



https://www.youtube.com/watch?v=VztKv7qJn64

2.2. Definicion de derivada

do))
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Ya sabemos lo que es un sindnimo, épero sabias que en matematicas también existe ese término?

Sinénimos y anténimos
Fotografia de David Gonzalez Romero en Flickr. Licencia CC
A la tasa de variacion instantanea en a también la llamamos derivada en a.

[rpportante

la definicion tenemos que:

Si tenemos una funcién f(x) llamamos derivada de la funciéon en un punto =g a la

tasa de variacion instantanea de la funcion en el punto g Yy se denota f (a) . Asi, segun

; . flat+h)—fla)
=]

'@ Roo R
de la misma forma, podemos definir las derivadas laterales como:
.- Derivada por la derecha:

. +h)—
ff(a)-i- =it f(a }3 f(a)
h—0t

.- Derivada por la izquierda:

il +h)—

f"(a) = hm_f—(a }2 @
h—0

Recuerda que para que exista este limite, deben existir los limites laterales y coincidir. Asi,

Geométricamente, la derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcién en dicho punto. En el apartado siguiente desarrollaremos
este concepto y daremos una interpretacién geométrica a la derivada.
7

coincidir a y b, la recta secante se convertird en la recta tangente.

e
Ejercicr/o reswuelto

£

Podemos comprobar en la escena de GeoGebra del apartado anterior, como efectivamente si hacemos

Halla la pendiente de la recta tangente a la grafica de
1



https://dle.rae.es/?id=XzADiyT
http://www.flickr.com/photos/81804231@N00/416526546
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/
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En la siguiente escena de Geogebra, distinguimos cémo va surgiendo la derivada de la funcién f(x)=x3 de la
manipulacién de su pendiente.

Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC

Corprueba o Jpurercic/o

Utilizando la escena anterior, rellena los siguientes espacios en blanco:

1. f'(x) le asocia a cada valor x la | |en el punto x, que es la
| | de la recta tangente en x.

2. Completa la siguiente tabla de valores de la funcidn derivada

x |[-1| 0] 1] 2

GO T

3. La derivada de f(x)=x3 es f'(x)= |:| (las potencias las insertaremos
utilizando ~, por ejemplo x> lo expresamos x”"5)



https://www.geogebra.org/m/bBfN56V2
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Sy =5

en el punto de abscisa x=-2.

| Mostrar retroalimentacion |

Para ello tenemos que recurrir a la definicion de derivada y calcular f'(1):

Derivada por definicion (cociente)
Video alojado en Youtube

Luego la pendiente de la recta tangente en x=-2 es

Corprueba o Jpreraic/o

Completa en la siguiente tabla las derivadas en los puntos de abscisas -2, -1, 0,1, 2,3y 4
de la funcién f(x)=x2-2x.

f(x)

1
' Nahac anlirar Ia AafinircriAn Aa Aariviada an 11n nLintA !



http://www.youtube.com/embed/-Qfy6B-ycFw
https://www.youtube.com/watch?v=-Qfy6B-ycFw

Corprueba o Jrreraiclo

Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones en el punto que se indica:
1. fle)=3z+4 f'@= [
2. fle)=252455+43  F(1) []
3. f@=423 (=) f(-D= ]




2.3. Interpretacion geomeétrica de la derivada ?3(| Zae)

La derivada de una funcién en un punto tiene una interpretacion geométrica. Observa la siguiente ventana
e interactla con ella moviendo los puntos A y B. Si dejas fijo el B y vas acercando el A a este punto, podras
comprobar que la pendiente de la recta tangente (en color verde) a la grafica de la funcién se va
aproximando a la de la secante (en azul). Por tanto, las ecuaciones de ambas rectas se van haciendo cada

vez mas semejantes ya que geométricamente ambas se van acercando.

Cuando coinciden practicamente los puntos A y B, ambas rectas son la misma, de ahi que la derivada de la

funcion en el punto B coincide con la pendiente de la recta tangente a la grafica en dicho punto.

=009 407

’,

=146 4+ —004

_275-075 _ 2

( )_192—055_137

=146

Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC

Impoortante —

Si tenemos una funcion f(x), la derivada de la funcion en x=a, es la pendiente de la
recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x=a.

h—0 h
De esta forma, si tenemos una funciéon f(x), su funcién derivada f'(x) es la funcién que en
cada punto toma el valor de la pendiente de la recta tangente a f(x) en ese punto.

El siguiente video te explica graficamente este hecho:



http://www.geogebratube.org/material/iframe/id/27298/width/690/height/504/border/888888/rc/false/ai/false/sdz/false/smb/false/stb/false/stbh/true
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Concepto de derivada pendiente. Mariano real.
Video alojado en Youtube

Por tanto, la recta tangente a la funcion en el punto g es:

y—f@)=f'@ (-0

A la recta perpendicular a esta recta tangente en el punto g se le llama recta normal.
Asi, la ecuacién de la recta normal es:

y=f0) = 75 @9

Hemos aplicado que la pendiente de una recta, m, y la de una recta perpendicular a ella,
m', verifican que m-m'=-1.

I— T——

En la siguiente escena de GeoGebra esta representada en rojo la grafica de la funcidon y=sen(x) y en verde,
la recta tangente a la grafica de y=sen(x) en el punto A.Vemos también que la longitud del cateto opuesto
del tridngulo fijo en el punto A, nos da la pendiente de la recta tangente.

Si mueves con el cursor del ratén el punto A podras apreciar cdmo va desplazandose la tangente por la
grafica de y=sen(x). Su ecuacién, que figura en la parte superior izquierda, va cambiando de forma
continua cuando mueves el punto A.

Puedes observar como cambia la pendiente de la recta tangente y a su vez va surgiendo una grafica en
azul, la cual se trata de la representacion de la funcién derivada de y=sen(x), en la parte superior derecha
se va indicando en todo momento el valor de esta funcidén para cada punto del dominio de y=sen(x), y se
puede comprobar que el valor de la funcion derivada en todo momento coincide con el valor de la pendiente
de la recta tangente cuando se desplaza esta.


http://www.youtube.com/embed/mgOucaMC9r0

Applet de mduran alojado en GeoGebra. Licencia CC

Cornprueba o grreraico

Responde ahora a las siguientes preguntas:

@ El valor numérico de la pendiente de la recta tangente a la funcién de la grafica
anterior es |:| en los puntos maximos.

@ El valor numérico de la pendiente de la recta tangente a la funcién de la grafica
anterior es |:| en los puntos minimos.

@ La funcidn que resulta como funcién derivada es la funcidon |:| .
@ La pendiente de la recta tangente a la funcién en el punto x = 0 es |:| .

@ La pendiente de la recta normal a la funcién en el punto x = 0 es |:| .

Ejercic/io resuelto

Calcula el valor de ¢ para que la recta Y =606x-+% sea tangente a la funcién

flo)=3z245

| Mostrar retroalimentacion |

Sabemos que la pendiente de la tangente, en nuestro caso m=6, es igual que la
derivada de la funcién en ese punto.

Hallamos la derivada de la funcién y la igualamos a la pendiente, de aqui obtenemos el
valor de la abscisa para la cual la funcién derivada vale 6.

)

Y PR ~ A ~ . 1 “



http://www.geogebratube.org/student/m27340
https://creativecommons.org/licenses/by/1.0/

: J Z)=0bxr = D=0 = $=i=l

Por tanto, el punto de tangencia tiene de ordenada

f()=31245=8

Como la tangente también debe pasar por el punto (1,8), se tiene que verificar que

8=614t = t=2

________________________________________________________________________________________________________________________

Ejercicrio reswuelto

Dada la funcidn

flo)=e3=
a. Calcula la ecuacién de la recta tangente en un punto =g .

b. Calcula el valor de g para que dicha recta pase por el punto P= (1,0)

Mostrar retroalimentacion |

a. Nos estan pidiendo que calculemos la recta tangente en x=a:

y—f@) = f'@)z-a)

' Si lo hacemos paso a paso, obtenemos:

fl@)y=e39; f'(x)=3e37; f'(a)=3e3a

' Luego si sustituimos en la primera formula, se nos queda de la siguiente manera:

y—e3a =3e3d(r—q)

Si despejamos y sacamos factor comun, encontramos la expresion de la recta tangente
i que estabamos buscando. 5
: y = e34(3r—3a+1) !
b. Sabemos que la recta pasa por el punto P(1,0), luego lo que tenemos quei

hacer es sustituir en la ecuacién de la recta tangente que hemos calculado en !
el apartado anterior la x por 1 y la y por 0: '

0=e34(3-3a+1) = 0=e34(4—3q)
Si pasamos dividiendo el término g3a y resolvenos la ecuacion:
0=(4-3a) = 3a=4 = a=3

i El valor que buscamos es a = 4/3.




Ejercic/o resuelto

En la construccion de una carretera, uno de los
puntos con los que hay que tener especial
cuidado es en las curvas. Dependiendo de lo
cerrada que sea la curva, debe tener mas peralte
0 menos para evitar que los coches se salgan de
la misma. En la construccion de una carretera,
una de las curvas se adapta perfectamente a la

funcion f(a:)::c2 . Los técnicos desean tener
una funcién que les proporcione en cada uno de
los puntos de la curva la pendiente que tendra la
recta tangente a la misma. ¢{Puedes ayudarles?

| Mostrar retroalimentacién |

Para obtener lo que desean los técnicos
Unicamente debemos calcular la derivada de la
funcidn. Asi tenemos que:

fllr)=2z

Por tanto la funcidon buscada es

Fotografia en Flick de Luz Adriana Villa A bajo CC



http://www.flickr.com/photos/11599314@N00/540711393
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/deed.es
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/2.0/deed.es
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2.4. Funcion derivada

En el apartado "Comprueba lo aprendido" de la definiciéon de

derivada, se nos pedia evaluar la derivada dela funcién f(x)=x2-
2x en determinados puntos . Observa que se trata de una nueva

funcion, f', que asocia a cada abscisa, x, el valor de la pendiente I

(la derivada) de la funcion f en x.

Rolling moon
Fotografia de taivasalla en Flickr. Licencia CC

Imnpoortante —

Si tenemos una funcién f(x) denominamos funcion derivada de f respecto a la variable x
a una nueva funcién que para cada valor x nos proporciona la derivada de la funcion en el
punto x. A la funcién derivada de f(x) la denotaremos f'(x), aunque también la puedes ver

representada como df(z) . De esta forma tenemos que:
dx

PRGN (Ch) ()
~dr xSy R

Recuerda que con esta definicién, la funcidon derivada nos proporciona, para cada punto X,

la pendiente de la recta tangente a la funcién en en punto x.

o

Los valores de la tabla que rellenamos corresponden a la recta y=2x-2. é¢Serd entonces f'(x)=2x-27?

Para probarlo, vamos a obtener la derivada de f(x)= =x2-2x en un punto cualqwera X.

‘ ‘ 2, ‘
fle+h)— flz) (z+h)? —2(z+h) — 2%+ 2z h® + 2zh — 2h
f'(z) = lim = lim = lim =

h—0 h h—0 h h—0 h

=limh+2x—-2=22x—2
h—0

Corprueba o Jpreraic/o

Utilizando la escena anterior, rellena los siguientes espacios en blanco:

1. f'(x) le asociada a cada valor x la | |en el punto X, que es la
| | de la recta tangente en x.

2. Completa la siguiente tabla de valores de la funcién derivada

x |[-1| 0] 1] 2

il



http://www.flickr.com/photos/28734213@N00/2859041248
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/
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3. La derivada de f(x)=x3 es f'(x)= |:| (las pontencias las insertaremos
utilizando ~, por ejemplo x> lo expresamos x~5)

.
%
§
\

A la derivada de una funcion también se la denomina derivada primera. Si volvemos a
derivar la derivada primera de una funcion, obtenemos la llamada derivada segunda; la

derivada de la derivada segunda se denomina derivada tercera; y asi sucesivamente.
Estas son las llamadas derivadas sucesivas de una funcién:

—

o

Si nos fijamos es como un efecto domino:

Low clearance 2"
Video alojado en Youtube

La diferencia es que no siempre es tan larga esta cadena de derivadas como queramos, puede llegar un
momento en el que se repita la derivada indefinidamente. Por ejemplo, la derivadas sucesivas de una

constante son siempre cero, y la derivada de la funcién exponencial f(x)=e* es siempre ella misma.



http://www.youtube.com/embed/PHZGiGZlixM
https://www.youtube.com/watch?v=PHZGiGZlixM

Ejercic/io resuelto

¢Existen otras funciones que a partir de alguna de sus derivadas sucesivas siempre se
repitan?

| Mostrar retroalimentacion |

Todas las funciones potenciales de exponente entero positivo, por ejemplo x2, x3...

Observa que en la tabla de las derivadas la derivada siempre eleva su exponente a una
unidad menos, llegard un momento que este exponente sea 0, es decir, se convierta la
derivada en una constante, por la tanto la sucesiva sera 0.




3. Reglas de derivacion

Ya estamos preparados para cantar Derivaré..
conceptos muy familiares:

w-ie))

3("' 7N
Observa con detenimiento los subtitulos y descubriras

A

I will derive!
Video alojado en Youtube



http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_hmnvyx/MA2_U3_T3_Contenidos_2021_v01/direcci%C3%B3n
https://www.youtube.com/watch?v=omOdtYS_gLY

3.1. Tabla de derivadas de funciones simples AN\

Tada A

No nos preocupemos, no va a ser necesario recurrir a la definicion para calcular la derivada, ni tampoco
representarla graficamente, serian procesos muy largos y tediosos. Sin existen unas sencillas reglas
practicas con las que la funcién derivada de cualquier funcién elemental se puede hallar muy facilmente.

Funcion Derivada
Sx) S(x)
fx) =k [®)=0
_ﬂx)*'x .f'(x)*l
f(x)=x" peR [(x)= px™!
S(x)=Inx f'(x)=l
x
S(x)=log, x J'(x)=
' xIna
Sx)=€ S()=€
f(x)=a" f(x)=a"Ina
vﬂx)~-senx [(x) = cos x
_ﬂx) = COS X S'(x) = —senx
1
J(x)=1gx f'(x)=ooszx =
:l+lg21
(= —
f(x) = arcsen x .f(x)-\/'-xz
o =1
f(x) = arccosx f(x)-m
f)=acigx | fix)=——
I+x
Reflexiona

En la siguiente ventana, en PDF, vas a poder practicar realizando distintas derivadas.




Derivadas de funciones
PDF alojado en Matemaéticas Online. Licencia CC

| Mostrar retroalimentacion |

Aplica las reglas de derivaciéon que te proporcionamos en el apartado anterior. En esta
parte es importante la practica. Cuantos mas ejercicios realices mejor dominaras las
i técnicas de derivacion. ;

Rellexiona

Calcula la derivada de las siguientes funciones:
. flz)=3

. g(e)=sen(s)

h(zr)= x5

m(z)= V7

Q

o

o

[a R

| Mostrar retroalimentacion |

Solamente tienes que aplicar los contenidos de la tabla de derivadas y obtendras los
valores:



https://www.matematicasonline.es/BachilleratoCCSS/primero/ejercicios/derivadas.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

F@=0
o/() = cos(s)
¢ h'(©)=5x%

d. Quiza sea la mas complicada, pero es facil si la pones primero como una :
potencia. Veamos:

o

o

Ejercicio resuelto

Todos sabemos que la caida de pelo es mayor en unas épocas que en otras, pero... iy su
velocidad de crecimiento? énos crece mds el pelo en unos meses que en otros?
Supongamos que la longitud de nuestro pelo viene determinada por la funcién:

I(t) = 3Vt
donde t, indica el tiempo en meses.

¢Cual serd la velocidad de crecimiento en febrero (mes 2)? ¢Y en julio? éCual es la funcidon
qgue nos da la velocidad de crecimiento en funcion del tiempo?

| Mostrar retroalimentacion |

' Para calcular la velocidad dada la longitud tenemos que calcular la derivada de esta !
' funcién :

3
I'it)= —
0= 57
i que seria la velocidad de crecimiento
3
v(t) = —=

i Ahora necesitamos saber v(2) y v(7)

e v(2)=1,06
e v(7)=0,56

o
-
=~

i Si te fijas la velocidad va disminuyendo, por lo que este estudio no es muy de fiar...

________________________________________________________________________________________________________________________




3.2. Derivadas de operaciones con funciones EY | N

Si seguimos con nuestro ejemplo de la funcién f(x)=x2-2x, y recurrimos a nuestra tabla de funciones

elementales, podremos derivar sin problema X2, épero qué ocurre con 2x? ¢y con la resta de ambas?
Necesitamos nuevas reglas, para derivar las operaciones con funciones: suma, resta, multiplicacion...

[mportante

La derivada de la suma de funciones es la
Suma (f+g)'=f'+g’ suma

de las derivadas de estas funciones

La derivada de la diferencia de funciones es

Resta (f-g)'=f-g' Ia
diferencia de las derivadas de estas
funciones

La derivada del producto de dos funciones es
igual

Producto (f-g)'=f-g+g"-f a la derivada de la primera por la segunda
sin derivar

mas la segunda derivada por la primera sin
derivar.

La derivada del cociente de dos funciones es

igual a la
o ’ , |derivada del numerador por el denominador
Cociente (ﬁ) _ [ g—4g - f|sin derivar
_ 2
y q° menos la derivada del denominador por el

numerador sin

derivar, y todo ello dividido por el
denominador al cuadrado

La derivada del producto de un namero real
Producto por un (a-f)'=a-f por la funcién

niamero . , .
es igual al numero real por la derivada de la

funcion

(9°)'=

Composicién [9(f(x))]'=g (f(x))-F(x)| Regla de la cadena (desarrollada mas abajo)

I— T——

Veamos unos ejemplos en la siguiente presentacion



(@n]
— 10of9 —

Reglas de derivac

4

ejemplos

Reglas de derivacion
Presentacion por Patricia Pérez alojada en SlideShare

La mejor forma de aprender a derivar es derivando, asi que aqui tienes unos videos del Profesor de la
Escuela Técnica Superior de Ingenieria Juan Medina Molina (juanmemol). Quizas sea una buena idea que
pinches para verlos en pantalla completa, o pinchando sobre ellos para verlos en la pagina de youtube:

Derivada de un
monomio

Derivada de una exponencial

Derivada de un
polinomio

Derivada de un
producto

Derivada de un
monomio
Video alojado en Youtube

Derivada
Video alojado en Youtube

Derivada de un
polinomio
Video alojado en Youtube

Derivada - Producto de
polinomio
Video alojado en Youtube

Derivada de un
cociente

Derivada de una composicion



http://www.slideshare.net/Patricia_Perez/
http://www.slideshare.net/Patricia_Perez/reglas-de-derivacin-7628887
http://www.youtube.com/user/juanmemol
https://www.youtube.com/watch?v=yzVNLvk1nZY
https://www.youtube.com/watch?v=xFb9gqX7F04
https://www.youtube.com/watch?v=7XQMghs_6vg
http://www.youtube.com/embed/sOLqkAWjVlo
https://www.youtube.com/watch?v=yzVNLvk1nZY
https://www.youtube.com/watch?v=xFb9gqX7F04
https://www.youtube.com/watch?v=7XQMghs_6vg
https://www.youtube.com/watch?v=sOLqkAWjVlo
https://www.youtube.com/watch?v=vLv6ywNj5VI
https://www.youtube.com/watch?v=IxvOb-7Y-kI
https://www.youtube.com/watch?v=U9Q6t6L3ecQ
https://www.youtube.com/watch?v=8qjxho7xH0I

Derivada - Cociente de | Derivada - Potencia de cociente Derivada - Seno Derivada (Coseno al

polinomios de polinomios Video alojado en Youtube cuadrado)
Video alojado en Youtube Video alojado en Youtube Video alojado en Youtube
Irportante —

Normalmente, las
funciones que
solemos encontrarnos
no son funciones
simples como las que
vemos en la tabla de
derivadas, sino que
son funciones que se
obtienen como
composicion de
funciones simples.

Por ejemplo
f(£)=Ln(z%+3)
, en’este caso vamos
a aplicar lo que se

conoce con el
nombre de regla de
la cadena.

Si llamamos

Derivada: regla de la cadena. Mariano Real.
Video alojado en Youtube

f@=Ln() y AE)=2%+3 tenemosque J(B= g(h(x))

La regla de la cadena nos dice que la derivada de una funcion compuesta es

f@=9(hz) = @)= (=)

En nuestro caso

/ 1 473
f@) =540 =103

Ponemos a tu disposicidon dos tablas de derivadas tabla 1, tabla 2. Ambas recogen tanto la
derivacion de las funciones elementales como las compuestas. Utiliza la que te resulte mas
comoda.

Una aplicacién de la regla de la cadena para las funciones trigonométricas la observamos en el siguiente
video:


http://www.youtube.com/embed/vLv6ywNj5VI
https://www.youtube.com/watch?v=IxvOb-7Y-kI
https://www.youtube.com/watch?v=U9Q6t6L3ecQ
http://www.youtube.com/embed/8qjxho7xH0I
http://www.youtube.com/embed/vczI3qZQNyA
http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_hmnvyx/MA2_U3_T3_Contenidos_2021_v01/lista_compuesta.pdf
http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_hmnvyx/MA2_U3_T3_Contenidos_2021_v01/lista_compuesta2.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=vczI3qZQNyA

Derivada de Funciones Trigonométricas. Mariano Real

Derivada de funciones trigonométricas. Mariano Real.
Video alojado en Youtube

Ejercrc/o resuelto

Calcule f '(1) sabiendo que f(x)=zV2—z

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------



https://www.youtube.com/watch?v=iuHY7pdcRD4
https://www.youtube.com/watch?v=iuHY7pdcRD4

Aplicamos la regla de la derivada del producto de funciones.

fx)=3¥2-x +x(ﬁ)

_2(2-x)-x
fx) = YT

_ 4-3x
S @) = Yo

________________________________________________________________________________________________________________________

Ej/ercricro reswuelto

43
Calcule f '(1) sabiendo que f(-ﬂ?) =T -

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

_x+3
fx) = X2
3% — (x+3) 1 2x—x—3
PO PAAET ST S
2x23fx
() =-1
Reflexiond

Dadas las funciones g(x) = sen(x) Y h(x) = $2+4 Calcula la derivada de la suma y
el producto de ambas.




| Mostrar retroalimentacion |

(s@+h@) = (sen(@)+(x2+4)) =cos(z)+2z

Ej/ercic/o resuelto

JUNIO 2011 ANDALUCIA

Calcule la derivada de:

flz) =

— T
e ="

(—a2 +2)°

Ejercicio valorado en 1 punto

| Mostrar retroalimentacién |

E i} e_zx ' - _2‘e-2x.(_x2+1 )2 ~ e-2x.2.(_x2+1 )(_2x) =-2.e3".(x"+2x3- 2X2 'ZX+1)
- ey " ((x*+1)) (x*+1)°
2(x7#1) = 2.( xF+1)(-2x) = -2(x*-2x7+1) -2.(2x%-2x) = -2(x* + 27 - 2x% 2% +1)
Relflexiona

Ahora te toca practicar a ti. Para ello te proponemos que calcules la derivada de cada una
de las siguientes funciones:

ri44r
a. f(x) = 5;5-'—3:3

243
b, 9@ = COS(Ex—l )

. h(z)= Ln(coi(x))

Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

a. En este caso aplicamos la regla del cociente de funciones:

P A hi'r



&) =wE=5
R'(x) g()—h(x) g'(x
@) = ( )98@)(2)9( )

Si calculamos las derivadas del numerador h(x) y el denominador g(x),i
tenemos '

h(z) = £24+4z; h'(2) = 20+4
g(r) = z5+x3; g¢/(xr) = bx%4352

Por tanto:

fl@)=

(224+4)-(x5423)—(x24+4 1) (5a:4+3a:2)
[«5-+a3]

256+4x5+2$4+4x3 5x6—3x4—20x5— 12::3
x104 564278

_::3(—3.1'3—::—16::2 8)_

37+ x3+42x5)
_ 3x3416x24-248
T xT4x34245

b. Para hallar esta derivada, aplicamos la regla de la cadena.

T2
96) = cos( ZE2) = h(u(x)
h(z) = cos(z)
( ) a:2+3
g'(x) = " (u(x))-u’(x)
Si calculamos las derivadas de la funcién h(x) y u(x), tenemos
h/(x) = —sen(z)
w(@) = 2z(z—1)—(2243) 9s2—07—22—3 52—27—3
T @12 T @12 T (@)

Por tanto:

(@) = K/ () w(@) = —sen( T )(xzw_—glxﬁs)

¢. Nuevamente, usamos la regla de la cadena

A = Ln( iy ) = w(v(@)
ulzr) = Lri(:c)
viz) = P

W (2) = w @)/ ()

Por tanto:

u/(z) = 1

v(z) =

sen(a:)




(cos(x))”

h/(x) = u/(v(x)).u/(x) — ﬁ.(—;z:((;))? - cos(x)-(:Z:‘(i;))2 = Zr;g

________________________________________________________________________________________________________________________

Ejercicrio resuelto

Aplica la regla de la cadena para obtener la funcién derivada de f(x) = (235—1)5

| Mostrar retroalimentacion |

La solucion esta en el siguiente video:

Ejercicio de regla de la cadena. Mariano Real.
Video alojado en Youtube



https://www.youtube.com/watch?v=8quj-8FHK2k
https://www.youtube.com/watch?v=8quj-8FHK2k

En el siguiente enlace puedes encontrar una relacién de ejercicios de derivadas resueltos con los cuales
puedes practicar.

@ Ejercicios de derivadas resueltos


https://yosoytuprofe.20minutos.es/wp-content/uploads/2018/03/100derivadasresueltasyosoytuprofe.pdf

3.3. Relaci6n entre continuidad y derivabilidad  jacl) A

|

'\ Inportante —

Si una funcion es derivable en un punto x = a, entonces es continua para x = a.

El reciproco es falso, es decir, hay funciones que son continuas en un punto y que, sin
embargo, no son derivables.

— [ T——

Ejercicio resuelto

Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funciéon f(x)=|x-1|

| Mostrar retroalimentacion |

Continuidad y derivabilidad de un valor absoluto
Video alojado en Youtube

________________________________________________________________________________________________________________________



http://www.youtube.com/embed/F282E8fCahI
https://www.youtube.com/watch?v=F282E8fCahI

Observa, la siguiente animacion de GeoGebra. En ella puedes hacerte una idea intuitiva y grafica de lo que
es una funcién continua pero no derivable. Esta relacionado con la "suavidad" de sus curvas.

Applet alojado en GeoGebra. Licencia CC

La funcidon f(x)=|x| es continua en x=0 pero no derivable.

Ejercic/o reswuelto

Sea la funcién f dada por f(x)=w para x # -1, y f(-1) = a. Halle el valor a para

L . 41
que la funcion sea continua.

| Mostrar retroalimentacion |

La funcidn que nos concierne es continua en todo R excepto en x=-1 donde presenta
una indeterminacién del tipo 0/0. Para solventarla se le ha asignado en f(-1)=a. Para el
estudio de su continuidad en primer lugar hallamos los limites laterales en x=-1.

lim Z=2=2_ lim EED_ i (—2)=—3
z—1t 7 z——1t %:Hj z——1t
- f_ P 2 Y



http://www.vitutor.com/fun/4/a_7.html
http://www.geogebratube.org/material/iframe/id/26722/width/442/height/327/border/888888/rc/false/ai/false/sdz/false/smb/false/stb/false/stbh/true
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

. 2—p— . AT L)\ 4) .

lim fa,—_flzz lim =————= lim _(z-2)=-3
r——1 r——1 M r——1
Por lo tanto tenemos que:

. xl—g—2
a:l—1>m—l z+1 =3
De la definicién de la continuidad de una funcién en un punto, se deduce que para que
nuestra funcién sea continua en todo R, a=-3.




Resumen

/rrporcance

do))

b viene dada por

Geométricamente

TVM@,b) = f(b) f(a)

la tasa de variacion media de Ia funC|on f en el intervalo [a,b] es la
pendiente de la recta secante a la grafica de f que pasa por los puntos (a,f(a)) y (b,f(b))
- La tasa de variacion instantanea de funcion f en un punto g viene dada por

. a-+h)l— fla
TVI(g) = lim U ;2 1)

Si tenemos una funcion f(x} Ilamamos derivada de la funciéon en un punto =g a la
la definicién tenemos que

; . flath)—fla)
= l
f'@= Jim,
- Derivada por la derecha:

h
de la misma forma, podemos definir las derivadas laterales como
e =

tasa de variacion instantanea de la funcion en el punto g Yy se denota f (a) Asi, seglin
Recuerda que para que exista este limite, deben existir los limites laterales y coincidir. Asi

f (at+h)—fla)

h
= Derlvada por Ia izquierda

flla) =

flath)—fla)
1111 = T
h—0
Geométricamente, la derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcion en dicho punto. En el apartado siguiente desarrollaremos
este concepto y daremos una interpretacion geométrica a la derivada
—
|
/rporiante

T—

Si tenemos una funcion f(x), la derivada de la funcion en x=a

h
es la pendiente de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x=a

De esta forma, si tenemos una funcion f(x), su funcion derivada f'(x) es la funcion que en
cada punto toma el valor de la pendiente de la recta tangente a f(x) en ese punto

- Si tenemos una funcion f, la tasa de variacion media de la funcion entre dos puntos a y



Por tanto, la recta tangente a la funcién en el punto g es:

y—f@)=f'(@)(z—a)

A la recta perpendicular a esta recta tangente en el punto g se le llama recta normal.
Asi, la ecuacion de la recta normal es:

Y= =~ —0)

Hemos aplicado que la pendiente de una recta, m, y la de una recta perpendicular a ella,
m', verifican que m-m'=-1.

T — T—

/mportarte

Si tenemos una funcién f(x) denominamos funcion derivada de f respecto a la variable x
a una nueva funcién que para cada valor x nos proporciona la derivada de la funcién en el
punto x. A la funcién derivada de f(x) la denotaremos f'(x), aunque también la puedes ver
representada como df':d?) . De esta forma tenemos que:

dx

F =T i, feth—fa)
—dr TR0 h

Recuerda que con esta definicion, la funcién derivada nos proporciona, para cada punto x,

la pendiente de la recta tangente a la funcion en en punto x.

I— —

/rrpoorcance

La derivada de la suma de funciones es la
Suma (f+g)'=f'+g' suma

de las derivadas de estas funciones

La derivada de la diferencia de funciones es
Resta (f-g)'=F-g"' la

diferencia de las derivadas de estas
funciones

La derivada del producto de dos funciones es
igual

Producto (f-g)'=f-g+g'f a la derivada de la primera por la segunda
sin derivar

mas la segunda derivada por la primera sin
derivar.

Cociente : . .
La derivada del cociente de dos funciones es

(L) - Loz d gt

q- derivada del numerador por el denominador




sin derivar

menos la derivada del denominador por el
numerador sin

derivar, y todo ello dividido por el
denominador al cuadrado

La derivada del producto de un nimero real
Pljoducto por un (a-f)'=a-f por la funcion

namero . , i

es igual al numero real por la derivada de la

funcion

(9°)'=

Composicion [9(f(x))]'=g(f(x))-f(x)|Regla de la cadena (desarrollada mas abajo)

I -

Inpportante —

Tabla de derivadas de funciones simples

Funcion Derivada
Sx) S(x)
fx) =k S(x)=0
Ax) = x S =]
f(x):x" pGR ‘/"(1‘): px"‘l
f(x)=Inx [(x)= L
X
1
f(x)=log, x [(x)=
xlna
f(x)=¢€ f(x)=¢
f(x)=d" f(x)=a*Ina
Ax) = senx [(x) = cos x
Ax) = cos x [(x) = —senx
1
J(x)=1gx ['(x)=———=
Cos8” x
=1+ lg2 x
f(x) = arcsen x ()=~ ! =
vi=x*
f(x) = arccosx f1(x)= -
V1=x?
f(x)=arcigx [(x)= : -
1+ x°



'

Importante —

Si una funcién es derivable en un punto x = a, entonces es continua para x = a.

El reciproco es falso, es decir, hay funciones que son continuas en un punto y que, sin
embargo, no son derivables.

— e —
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