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1. Introduccion

Imagen de ccordoba bajo licencia Creative Commons

En la sociedad actual en la que vivimos optimizar, maximizar beneficios y minimizar costos, es una
expresion cotidiana en el mundo laboral y empresarial; que afecta de manera directa e importante a
nuestras vidas.

A las empresas de distribucion de mercancias (materias primas,
productos de consumo), reparto de paqueteria, transporte de
viajeros,... se les plantea el problema diario de la logistica, es decir,
asignar conductores, vehiculos, rutas, horarios, mercancias, ... y
conseguir la distribucién O6ptima, puede suponer un ahorro
importante de dinero y por lo tanto un mayor beneficio empresarial.

Este problema, que en algunas empresas forma parte de su
organizacién diaria, puede llegar a tener un numero muy alto de
variables (miles en algunos casos) y las matematicas nos ayudaran a
resolverlo.

A esta rama de las matematicas se le llama Programacion Lineal y
estd contenida dentro de otra mas amplia denominada Investigacion
Operativa, encargada basicamente de ayudar en la toma de
decisiones utilizando métodos cuantitativos.

Aunque ya se habian estudiado problemas de optimizacion con
Imagen de G.Dantzig de la University of St. | anterioridad, podemos decir que la Programacion lineal surge

Andrews, Scotland durante la Segunda Guerra Mundial. Las matematicas ayudan al
ejército a la hora de la intendencia, minimizando costes; asi como a
entorpecer este reparto en las filas enemigas.

En 1947 George Bernard Dantzig, matematico americano, ided el método del SIMPLEX para resolver los
problemas de programacién lineal usando un algoritmo que es posible implementarlo en ordenadores.

Para saber rmias —

Como ves la historia de la programacion lineal es bastante reciente. Aqui tienes dos
enlaces que te ampliardn un poco mas sus comienzos.

Origen de la programacion lineal
Wikipedia


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/PictDisplay/Dantzig_George.html
http://www.flickr.com/photos/ccordova/377939684
http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/29/origen.html
http://es.wikipedia.org/wiki/Programaci%C3%B3n_lineal#Historia_de_la_programaci.C3.B3n_lineal




2. Primeros pasos
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Fotografia en Flickr de Anvica bajo licencia Creative Commons

La programacion lineal nos va a ayudar en la resolucion
de problemas donde existe una funcidon que tenemos
que maximizar o minimizar bajo determinadas
condiciones o restricciones

Empezaremos con un caso en el que vamos a obtener
las restricciones que nos plantea el enunciado.
Posteriormente representaremos graficamente el
recinto que conforman estas restricciones. En dicho
recinto encontraremos las soluciones al problema

~ inicial.

Estos pasos seran fundamentales, como veremos en los
epigrafes sucesivos, en la resoluciéon de un problema de
programacion lineal.

Caso:

La maquina de café de un restaurante se ha quedado
sin producto y un amigo de Luisa, que es la propietaria,
le comentd que él hacia una mezcla de café muy bueno
con café natural a 6 € el kg y con torrefacto a 3 € el

Kg, y que en ese momento le quedaban en el almacén 400 kg de natural y 300 kg de torrefacto. Luisa
le dijo, que no podia pagar mas de 4 € el kg. ¢Como pudo hacer la mezcla el amigo de Luisa?

Ejercricio reswuelto

Plantea el sistema de inecuaciones para ayudar al amigo de Luisa y escribe una posible

solucion.

IMostrar retroalimentacion|

operando y despejando, 2x-y<0.

El sistema que nos queda es:

2r—y <0
x <400
y < 300

Si llamamos x al numero de kg de café natural e y al nimero de kg de café
torrefacto, tenemos las siguientes inecuaciones:

19) Si no puede supera la mezcla los 4 € el kg, tenemos 6x+3y<4(x+y), es decir,

29) Como mucho tenemos 400 kg de natural, es decir, x<400.

39) Tenemos como mucho 300 kg de torrefacto, es decir, y<300.

Una posible solucién, que verifica las tres inecuaciones seria x=50, y =250.

Puedes ver todas las soluciones en la siguiente escena creada con Geogebra.

Solucion al problema del café realizada con Geogebra.

Desplaza el punto A para ver las posibles soluciones.


http://www.flickr.com/photos/anvica/3332082613/sizes/m/
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3. Problema de programacion lineal

Imagen modificada de Contando Estrelas bajo licencia Creative Commons

La programacion lineal es uno de los casos practicos mas evidente en la resolucion de inecuaciones
lineales. En una empresa de transporte, por ejemplo, puede ser utilizada para resolver cuestiones tan
distintas como:

@ Reparto de la mercancia en los distintos tipos de vehiculos disponibles.
@ Compra de vehiculos, segun ofertas del mercado

@ Asignacion de personal a puestos de trabajo.

@ Aprovechamiento del espacio a la hora del almacenaje de paquetes.

Ejemplo de problema de programacion lineal: La semana pasada recibimos la siguiente propuesta
de una empresa que tenia que transportar 600 paquetes, todos de las mismas dimensiones y peso.
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El envio se hacia desde Jerez de la Frontera a Sevilla.

Nosotros disponemos de dos tipos de furgonetas. La
furgoneta mayor (Tipo I) tiene capacidad para 50 paquetes,
mientras que en la mas pequena (Tipo II) caben 30.

Los costes que nos supondran enviar las furgonetas del tipo I
son de 120 €, mientras que con la del tipo II el coste es de
60 €.

Para el dia solicitado tenemos disponibles 10 furgonetas de
cada tipo. Se nos plantean dos cuestiones: éCuadl es la
distribucién 6ptima para conseguir que el coste sea minimo?
¢Cual es ese coste?

Iremos dando pasos en la direccion de busqueda de la
solucion a este problema de programacién lineal.



http://www.flickr.com/photos/elentir/2571191451/

La programacion lineal nos ayuda a resolver problemas de optimizaciéon (maximizacién
o minimizacion) de funciones de varias variables bajo determinadas condiciones
(restricciones).

—- - ﬁ-—'—
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1.1. Funcion objetivo e inecuaciones

Lo primero que hacemos es organizar los datos en una tabla.

Furgoneta [N.© de Furgonetas | .o de Paquetes transportados Costes

Tipo I X 50 x 120x
Tipo II y 30y 60y
Total 50x + 30y 120x+60y

Nuestro objetivo es minimizar el coste total de la operacién, para ello nos fijamos en la casilla
correspondiente, que este caso es Total-Costes 120x+60y.

A esta expresion la denominaremos funcién objetivo del problema: F(x,y)=120x+60y

A continuacidon enumeramos las restricciones que se nos imponen en el problema:

@ El nimero de furgonetas del Tipo I tiene
que ser mayor o igual a cero y, para ese
dia, tenemos disponibles 10 furgonetas de
ese tipo. Lo podemos representar en una
desigualdad doble como: 0=x<10.

® Lo mismo ocurre con las furgonetas del
Tipo II, también disponemos de 10
unidades como maximo para ese dia. Lo
podemos representar con la misma
desigualdad, lo que ocurre es que en este
caso la variable es "y": 0<y=<10.

@ Por Ultimo tenemos que enviar un numero
suficiente de unidades para que quepan
todos los paquetes, aunque alguna .
furgoneta no vaya completamente cargada, Imagen del Banco de Iméagenes y Sonidos del ITE con licencia
para ello la capacidad total debe ser igual o Creative Commons
mayor a los 600 paquetes que hay que
transportar: 50x+30y=600.

Si lo expresamos de forma matematica nuestro problema quedara planteado de la siguiente forma:
Min 120x+60y

Sujeto a
0=x<10
0<y<10
50x+30y=600

Irpoortante —

Un problema de programacion lineal con dos variables, x e y, trata de optimizar
(maximizar o minimizar) una funcién llamada funciéon objetivo que tiene la forma:

Optimizar F(x,y)=ax+by
sujeta a unas restricciones dadas mediante un sistema de inecuaciones del tipo:

aijx+bjy=cy
arx+bsyy=c,

apx+bpy=c,

I— — .


http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/

Ej/erc/c/o resuelto

Imagen de Wikimedia Commons con licencia

Creative Commons

tradicionales.

Tenemos que comprar bombillas para iluminar
un almacén. Necesitamos que las bombillas
sumen un total de 1440 vatios como minimo.
Hemos recibido la oferta de dos tipos de
bombillas:

Bombillas incandescentes tradicionales de 90
vatios al precio de 1 €.

Bombillas de bajo consuma de 9 \vatios
(equivalentes a 60 vatios) al precio de 5 €.

Debido a la estructura del almacén el nimero
total de bombillas no puede ser superior a 20.
Por otra parte, las normas del ayuntamiento
imponen que, para este tipo de salas el
nimero de bombillas de bajo consumo no
puede ser inferior a la mitad del de bombillas

Ayuda a nuestros amigos planteando el problema de programacién lineal.

IMostrar retroalimentacion

Lo primero que tenemos que hacer es organizar los datos en una tabla:

N.© Bombillas N.© Vatios Precio

Incandescentes

X 90x X

Bajo Consumo

y 60y 5y

Total

X+y 90x+60y X+5y

i Precio total: Min F(X,y)=x+5y

La primera es obvia x=0 e y=0.

i tradicionales, es decir,

Min F(x,y)=x+5y

Sujeto a

1 x=0, y=0

i X+y<20

| 90x+60y=1440
1 X-2y=<0

El numero total de bombillas debe ser inferior a 20: x+y<20

Nuestro objetivo es minimizar el coste, por lo tanto, tendremos que minimizar el

Las restricciones las sacamos de la tabla:

El nimero total de vatios tiene que ser superior a 1440: 90x+60y=>1440

Ademas el ayuntamiento impone que el nimero de bombillas de bajo consumo no
puede ser inferior (tiene que ser igual o superior) a la mitad de las bombillas

y>5=22y>r=0> -2y = -2y <0

Por lo que el planteamiento del problema queda asi:



http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Electric_bulb_filament.jpg




1.2. Region factible
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Para resolver nuestro problema lo primero que haremos sera representar graficamente las restricciones

en unos ejes de coordenadas:

1) Resolvemos cada inecuacion por separado

Primera restriccion:0<x<10

Segunda restriccién:Q

Regién que es
solucién de la
. inecuacion

-3

-4

Regién solucién de la s

Los puntos que verifican 0<x<10, son aquellos que estan a la
derecha de la recta x=0 y al mismo tiempo estan a la izquierda
de la recta x=10.

Los puntos que verifican 0<y<10, son
encima de la recta y=0 y al mismo tie
de la recta y=10.

Tercera restriccion: 50x+30y=600

7] 50x+30y=600

Regién solucién
= de la inecuacién

T T T T T T T T T T
-1 |0 1 2 3 4 5 6 7 & El

ECRES! \2 13 (14 (15 116 117 18 19 120

En este caso lo primero que hacemos es representar la recta
50x+30y=600. Una vez representada basta sustituir un punto,
el (0,0) por ejemplo, para saber cual es el semiplano solucion.
Si sustituimos (0,0) en 50x+30y=600 obtenemos:

50-(0)+30-(0) > 600 = 0 > 600

Que es falso, por lo tanto, el semiplano solucion es el que no
contiene al origen de coordenadas.

Con este video puedes recordar comu

en el plano:

Recuerda que para saber el

semij

inecuacion basta con sustituir un pun

si no pertenece a la recta.

Si el punto verifica la inecuacion, el se
punto es la solucidn, en caso contrario




2) Calculamos la interseccion o region comin de las soluciones de todas las

inecuaciones

Representamos las tres regiones en la misma grafica, la region interseccion sera el lugar donde se
encuentre la solucidon que buscamos. Marca la casilla correspondiente para ver su solucién.

4

GeaGebra

La solucién a nuestro problema debe estar en la region determinada por las distintas desigualdades.
Esta region recibe el nombre de region factible.
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En nuestro caso la regidn factible estd acotada, es decir,
es un poligono. Hay problemas donde la region no esta
acotada. En cualquier caso siempre es un poligono o una
region convexa.

Nos falta afadir una condicién. No podemos enviar 6,5
furgonetas, por lo tanto, el nimero de furgonetas de
cada tipo han de ser numeros enteros. Por lo tanto, la
solucién la buscaremos entre los puntos que estan
dentro de la regién factible y sus coordenadas son
nimeros enteros.En nuestro caso hay 20 posibles
soluciones.

Habra que averiguar en cual de ellos la funcién
F(x,y)=120x+60y toma un valor menor. Por ejemplo
para el punto (7,9), que nos indica 7 furgonetas del tipo
I y 9 furgonetas del tipo II, le corresponde un gasto de
F(7,9)=120-(7)+60-(9)=840+540=1380 €.

¢Podemos mejorarlo?

Imaginate que en vez de 20 posibles soluciones hubiera 15000. Vamos a buscar un método en el que
podamos resolver el problema sin necesidad de ir calculando punto a punto hasta ver cual es el coste

minimo.

| /rporitarte

La solucion de un problema de programacion lineal se encuentra en una region poligonal,

esta region viene determinada por la

solucion de todas las restricciones de nuestro

problema. A esta regién se le denomina region factible.

Esta region factible puede ser acotada o no acotada. Si la regidén es acotada el problema
siempre tiene solucion. Si no es acotada puede que no tenga solucion.


http://es.wikipedia.org/wiki/Convexidad

Ademas, la solucién puede ser discreta (sélo podemos tomar valores enteros) o continua

(puede tomar cualquier valor dentro de la region).

—

Ejercricio resuelto

¢Recuerdas el ejercicio resuelto del apartado anterior donde ayudabamos a plantear el

problema de las bombillas necesarias para el almacén ?
Su planteamiento nos habia quedado asi:
Min F(x,y)=x+5y

Sujeto a

x=0, y=0
xX+y=<20
90x+60y=1440
x-2y=<0

Ayudanos a representar la region factible

IMostrar retroalimentacion|

a7y,

WA= (8, 12)

Corprueba o gprreraico




La funcién que tenemos que maximizar o minimizar se denomina:
&) Sugerencia

() Funcién Factible
() Funcidn Objetivo
() Funcién Restrictiva
O Funcién Optima

Solution

1. Incorrecto

: 2. Opcidn correcta
: 3. Incorrecto

: 4, Incorrecto

¢Qué punto pertenece al semiplano dado por la inecuacién 2x+y<-5?
() Sugerencia

O A(-1,3)
O B(3,-8)
O C(-2,-3)
O D(-3,5)

: 1. Incorrecto
: 2. Incorrecto
: 3. Opcidn correcta
: 4. Incorrecto

Las siguientes restricciones x=0, y=0, y<2 delimitan:
&) Sugerencia

() Una regién acotada.

() Una regién no acotada.

() Una regién minimizada.

O No representa ninguna region.




1. Incorrecto
2. Opcién correcta
3. Incorrecto
4. Incorrecto




1.3. Optimizacion (maximizacion o
minimizacion)
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Para encontrar la solucion nos vamos a ayudar de la funcién objetivo F(x,y)=120x+60y. ¢Como?,
representando en primer lugar la recta 120x+60y=0, y a partir de ella iremos trazando rectas paralelas
hasta que lleguemos a la regién factible.

Recuerda que todas las rectas que son paralelas a 120x+60y=0 son aquellas que tienen la forma
120x+60y=k, donde k puede tomar cualquier valor.

Vamos a verlo graficamente. Para ello, en la siguiente escena, mueve el punto k, que estd sobre el
deslizador rojo. Llévalo a cero y aumenta su valor hasta que topes con el primer punto factible. Este
punto sera la solucién de nuestro problema.

GeaGebro

Como podemos observar en la escena anterior el primer punto de la regiéon con el que "tropieza" la
recta es el punto (6,10). Este punto es la solucion pues, de todos los puntos factibles, en este es donde
la funcion objetivo toma el valor mas pequeno, es decir, es el punto de menor coste para la empresa.
Esto quiere decir que la solucién éptima consiste en enviar 6 furgonetas del tipo I y 10 furgonetas del

— tipo II.
Para este punto la funcion objetivo toma un valor de
1320, es decir,

F(6,10)=120-6+60-10=720+600=1320. El coste de
enviar las furgonetas es de 1320¢€.

Conclusion:

Tenemos que enviar 6 furgonetas del Tipo I y 10
furgonetas del tipo II. El coste de la operacion es de
: 1320¢€.

Imagen de Wikimedia Commons con licencia Creative Después de ver el resultado parece légico pensar que
Commons tenemos que enviar el mayor nimero de furgonetas
del tipo II disponibles, ya que su coste es justo la
mitad de las del tipo I y dos furgonetas del tipo II(coste 120€) transportan 60 paquetes, 10 mas que
una sola del tipo I (coste 120€). Es decir, a igual coste es mejor enviar 2 del tipo II, que una del tipo I.

Con este video podras repasar todo el proceso de construccion de un problema de programacion lineal a
partir del planteamiento del problema. Pertenece a una serie llamada Programacidén lineal que consta de
11 videos, te pueden ser de gran ayuda:


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sprinter_Van_HTS-20S_Ultra-Rack.JPG

Inpoortante —

@ La solucion para un problema de programacion lineal, si existe, siempre se alcanzan
en los vértices de la regién factible y se denomina solucién éptima.

@ Si el valor éptimo se alcanza en dos de los vértices de la regién factible A y B,
entonces también son solucién todos los puntos del segmento AB, es decir, el que
corresponde a un lado de la region factible.

I— — .

E/ercicio reswuelto

Bueno, vamos a terminar el
problema de las bombillas.

En nuestro caso, las restricciones
x>0 e y=0 son redundantes, es
decir, no son necesarias para
resolver el problema.

IMostrar retroalimentacion|

iEI minimo se alcanza en el
ipunto (12,6) y el valor de la
i compra de las bombillas es de
142 €, como podemos ver en la
i siguiente captura de pantalla:

'
I
Funchdn Objetivo:  Hx¥1=axsby Problema de i
a=[ 1| b=[ 6 | Programacién Lineal ' .
- : Funcién Objetivo: ~ f(x.y)=ax+by Problema de
| 1}}:‘% Rustricciones: ! a=[ 1] b= 51 Programacién Lineal
i L — Mo | - — ! e T TG 111 Restricrinnes:
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Animacién del Banco de imagenes y sonidos del ITE bajo licencia Creative
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Corprueba o gprrerdic/o

1. Un problema de Programacion Lineal consiste en:

Encontrar unas restricciones

Representar una region factible

Optimizar una funcidn objetivo sujeta a unas restricciones

Calcular el valor minimo de una funcion a partir de una regién factible

iBueno, también puede ser maximo, y la region factible la tenemos que construir a
i partir de los datos del problema.

Solution

1. Incorrecto i
2. Incorrecto i
3. Opcidn correcta i
4. Incorrecto ;

2. La regidn factible determinada por las restricciones:

2X+2y<8
X+y<6
y=X
x=1,y=>1

es una de las siguientes:

N

AN



http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/ArchivosAnimaciones/DVD01/CD01/195390_am_1.swf
http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/
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Region 1 Region 2 Region 3 Regidon 4

A

) Sugerencia

Region 1
Regién 2
Region 3
Region 4

i Esta no cumple ni y=x, ni 2x+2y<8

Solution

i 1. Incorrecto E
E 2. Incorrecto E
i 3. Opcidn correcta ;
i 4, Incorrecto ;

3. La siguiente imagen representa la regién factible de un problema de programacién
lineal, junto con una de las representaciones de la funcion objetivo F(x,y).

(@) Sugerencia

) El valor minimo de la funcién objetivo
se alcanza en el punto B(5,1)

) El valor maximo de la funcién objetivo
se alcanza en cualquier punto del
segmento AB

) El valor minimo de la funcién objetivo
se alcanza en el punto (3,2)

)  El valor minimo de la funcién objetivo
se alcanza en el punto C(1,1)

T s .No para ese punto el valor de la funcién
.obJetlvo es F(5,1)=(5)+2:(1)=7, y para el

punto (2,1), que también esta en la
. reglon factible es F(2,1)= (2)+2:(1)=4

.Aunque en el punto A se alcanza el madximo de la funcién objetivo, para que la
i solucion fuese todo el segmento AB, tendria que tomar en B el mismo valor que en A,
iy esto no es asi. También tendria que ocurrir que la funcion objetivo fuera paralela a
; la recta que contiene a los puntos A y B, y esto tampoco es asi

: No, para este punto el valor de la funcidn objetivo es F(3,2)=(3)+2:(2)=7, vy, para el |
; punto de la region factible (2,2) el valor es menor F(2,2)=(2)+2:(2)=6

' Solution

1. Incorrecto
2 Tnearrectn




P N L R "L o tu

3. Incorrecto
4. Opcion correcta ;




4. Ejemplo de Selectividad
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Terminamos el tema con un ejercicio propuesto en selectividad en el 2004.

Ejercic/o reswuelto

Una pasteleria elabora dos tipos de trufas, dulces y amargas. Cada
trufa dulce lleva 20 g de cacao, 20 g de nata y 30 g de azlcar y se
vende a 1 euro la unidad. Cada trufa amarga lleva 100 g de cacao, 20
g de nata y 15 g de azlcar y se vende a 1.3 euros la unidad.

En un dia, la pasteleria sélo dispone de 30 kg de cacao, 8 kg de nata y | Chilhood Sugar
10.5 kg de azlcar. Sabiendo que vende todo lo que elabora, calcule |biscuits por Elena
cuantas trufas de cada tipo deben elaborarse ese dia, para maximizar | Ho CC by-nc 2.0
los ingresos, y determine dichos ingresos.

IMostrar retroalimentacion|

PASO 1: Ordenar la informacion

Cacao (gr)|Nata (gr)|Azucar (gr)
Trufas dulces (x) 20 20 30
Trufas amargas (y) 100 20 15
TOTAL 30000 8000 10500

Wy =400

PASO 2: Restricciones (simplificadas)

Observa como el total que tenemos como maximo de cada producto tiene que tener
las mismas unidades, que lo que posee cada unidad (hemos pasado todo a gramos).

( =00y =0

x4+ oy < 1500
x4y < 400
20+ 4 < 700

PASO 3: Representamos la region factible

2 +y=700

g |
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A= (0, 300)

¥+ By=14a0

EUI:I_ _________ (N
100 | C = (300, 100)
- | __ N
olE=(0.0) : : D=1(3
a I'1I11II:I I2Il]|:| I %Q

' PASO 4: Posibles soluciones

i La region factible no es discreta, por lo tanto puede haber soluciones no enteras. El
' maximo se dara en alguno de los vértices de la region.

EA(O,300), B(125,275), C(300,100), D(350,0), E(0,0)
PASO 5: Funcion objetivo y maximo.

i La funcidén objetivo esta relacionada con el dinero que ganamos con cada producto,
'ya que queremos maximizar el beneficio:

F(x,y)=1-x+1,3-y

@ F(A)=390 €

@ F(B)=125+1,3-275= 482,5 €
@ F(C)=300+1,3-100= 430 €
@ F(D)=350 €

@ F(E)=0€

i Luego la solucién del problema es 125 trufas dulces y 275 trufas amargas




Resumen iach AR

Inportante

La programacion lineal nos ayuda a resolver problemas de optimizacion (maximizacion
o minimizacién) de funciones de varias variables bajo determinadas condiciones
(restricciones).

I— T—

Inportante

Un problema de programacién lineal con dos variables, x e y, trata de optimizar
(maximizar o minimizar) una funcion llamada funcién objetivo que tiene la forma:

Optimizar F(x,y)=ax+by
sujeta a unas restricciones dadas mediante un sistema de inecuaciones del tipo:

aijx+bjy=cy
arx+bsyy=<c,

anx+bpy=cp,

I— T—

Irrportante

La solucion de un problema de programacion lineal se encuentra en una regién poligonal,
esta region viene determinada por la solucion de todas las restricciones de nuestro
problema. A esta regidon se le denomina region factible.

Esta region factible puede ser acotada o no acotada. Si la regidon es acotada el problema
siempre tiene solucion. Si no es acotada puede que no tenga solucion.

Ademas, la solucién puede ser discreta (s6lo podemos tomar valores enteros) o continua
(puede tomar cualquier valor dentro de la region).

— Te—

Irportante

@ La solucion para un problema de programacion lineal, si existe, siempre se alcanzan

en los vértices de la regién factible y se denomina solucién éptima.
i Qi el valar Antimn <e alranza en dnc de Inc vérticee de la reaidn factihle A v R
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entonces también son solucién todos los puntos del segmento AB, es decir, eI que
corresponde a un lado de la regién factible.
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