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1. Lenguaje algebraico ?yl =\

He aqui dos ejemplos de la forma como Arquimedes resumia sus hallazgos:

"El area de cualquier circulo es igual a la de un triangulo rectangulo en el cual uno de los lados
alrededor del angulo recto es igual al radio y el otro a la circunferencia del circulo”.

"El volumen de cualquier esfera es igual a cuatro veces el cono que tiene su base igual al circulo
maximo de la esfera y su altura igual al radio de la esfera”.

En los tiempos de Arquimedes para describir relaciones numéricas era preciso recurrir a conceptos
similares en figuras geométricas conocidas. Para comprender el area del circulo se aludia a la del
triangulo y para el volumen de la esfera se hacia referencia al del cono. Férmulas como “la longitud
de una circunferencia de radio | es 924 R " eran impensables.

El lenguaje algebraico, hoy considerado patrimonio irrenunciable de la ciencia, es una adquisicion
relativamente “moderna” y de lenta evolucion. Y sin duda alguna, también es lento el uso y dominio
de sus técnicas.

El lenguaje algebraico otorga a las Matematicas y, en general a la ciencia, concisiéon y claridad, y
también su caracter abstracto. El lenguaje algebraico, simbdlico y formal, se ha convertido en gran
medida en el lenguaje de la matematica. Obliga a ser preciso, a definir los simbolos que se utilizan,
exige concisién, y a perseguir lo fundamental. Bastaria con repasar cualquier demostracién clasica
para darse cuenta de lo dificil e intrincado que seria intentar realizarla sin recurrir al simbolismo y al
algebra.

A continuacion, te ofrecemos una demostracion del teorema de Pitagoras:

AN

Si llamamos g a la medida de la hipotenusay ) y ¢ a la medida de los catetos, la animacién
superior podria resumirse en lenguaje algebraico como:

a2 =b24c2
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1.1. Expresiones algebraicas

Simbolos y nimeros

En algunos aspectos de nuestra vida diaria utilizamos simbolos para referirnos a determinadas
objetos, mensajes o situaciones. No tienes mas que pensar en el reciente "lenguaje sms" creado
para chatear o enviar mensajes de texto.

I SMS

Fotografia en Flickr por katielips bajo CC

El lenguaje algebraico es algo menos moderno pero sin duda bastante mas util ya que nos permite:

@ Percibir las estructuras linglisticas subyacentes y su relacion con las operaciones
matematicas, independientemente de la clase de nimeros que aparezcan en ellas.

@ Representar, generalizar y formalizar patrones y regularidades.

@ Crear modelos para problemas procedentes de la propia matematica (aritméticos,
geométricos...) o de la vida cotidiana, financieros, fisicos, etc. La modelizacion algebraica de los
problemas desarrolla capacidades de representacion, analisis verbal, busqueda de relaciones vy
funciones, solucion mecanica, analisis de soluciones, alcance de estas y generalizacion de los
procesos.

@ Reducir los tipos de problemas y unificar las técnicas de solucién, destacando la importancia
de herramientas y técnicas como el uso de funciones y operaciones.

Ejercric/o resuelto

Ana colabora en una asociacion como voluntaria. Dependiendo del tiempo del que
disponga, puede desarrollar su labor en Jornada Completa (8 horas), a Media Jornada
(4 horas) o a Horas Sueltas.

Cada dia, cuando los voluntarios llegan a la sede de la asociacidn, anotan el tipo de
jornada que van a dedicar en una ficha como esta:

Nombre|Jornada Completa |Media Jornada|Horas sueltas

ana | x x| o] I J [ ] ]

Y al final del mes, la asociacién genera un resumen de la dedicacién de sus

voluntarios:
Nombre C M S
Ana 4 2 1
Manuel 6 0 2
Javi 1 7 6
Marta 12 1 0
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IMostrar retroalimentacion|

Como ves, C, M y S son letras que equivalen a diferentes nimeros segun cada caso.
En Matematicas, a estas letras las llamaremos variables. Las variables no solo nos
sirven para organizar informacién, sino también para trabajar con nimeros de una
forma generalizada. Es decir, no necesito saber cuanto vale C para poder hacer
determinados calculos.

Por ejemplo, si a final de mes quiero saber cuantas horas ha dedicado alguien en dias
a jornada completa, tendré que multiplicar el nimero de dias que ha tenido esa
jornada (C) por 8, que es el niumero de horas que se dedican esos dias. Es decir: C-8

Cuando trabajamos con numeros y letras, hay algunas reglas que debemos seguir.
Una de ellas es que, si multiplicamos un nimero por una letra, primero escribiremos
el nimero y luego la variable. En nuestro caso quedaria: 8-C

Otra regla es que, si estamos multiplicando un numero por una variable, no es
necesario escribir el simbolo del producto. Por lo tanto, el nUmero de horas que dedica
alguien mensualmente en Jornadas Completas sera 8C

Sabiendo esto ¢serias capaz de escribir con nimeros y las variables C, M y S cuantas
horas dedica un voluntario mensualmente?

IMostrar retroalimentacion|

 H=8C+4M+S

:8C es el nimero de horas que dedica un voluntario en los dias a Jornada§
i Completa. ;

A Media Jornada se colaboran 4 horas, luego el total serd 4 por M, es decir 4M.

i Las horas sueltas, S, las sumamos al resultado final.

En el caso de Javi, usando el resultado anterior, écuantas horas ha dedicado al mes?

IMostrar retroalimentacion|

Si pinchas en la siguiente imagen descubrirds multitud de simbolos matematicos, algunos ya
conocidos y muchos otros por conocer. Con casi toda seguridad que en alguna ocasién (no muy
lejana) tendras que recurrir a esta fuente:
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Simbolos — —= e >
N e - .- P
[p— z .

Imagen de www.3conl14.com bajo CC

Como ya hemos visto el lenguaje algebraico
estd formado por numeros, simbolos
matematicos y letras.

Cuando pasamos del lenguaje ordinario al
lenguaje algebraico ponemos de manifiesto los
datos (que simbolizamos por letras), las
operaciones que los ligan (a través de
simbolos preestablecidos) y las relaciones
entre los mismos (por ejemplo, la de
igualdad).

Es costumbre en ciertos campos de las
ciencias usar letras determinadas segun el
objeto con el que se esté trabajando. Asi por
ejemp|0, Si manejamos nimeros naturales en Fotografia en Flickr por brainware3000 bajo CC
sucesiones, es usual utilizar las letras m y n,

para simbolizar dichos nimeros. Los nimeros pares se simbolizan con 2n y los impares con 2n+1.

Otro ejemplo, en geometria se suelen utilizar letras mayusculas para referirnos a los angulos,
puntos, superficies, voliumenes... mientras que se utilizan letras minlsculas para las medidas
lineales.

En Fisica, en el estudio del movimiento el espacio se simboliza por e, la velocidad por v y el tiempo
por t.

Aunque en teoria se podria utilizar cualquier letra para simbolizar las magnitudes anteriores,
respetar el lenguaje preestablecido es sintoma de conocimiento y soltura.
Expresiones algebraicas

En la siguiente presentacion vamos a descubrir como pasar del lenguaje ordinario al lenguaje
algebraico y el resultado de este cambio: las expresiones algebraicas.
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EXPR

Presentacion en Slideshare por Patricia_Perez

/rpoortante

Una Expresion Algebraica es aquella en

relacionadas por operaciones matematicas.

T—

la que usamos nudmeros vy

letras

o

Cada expresion algebraica tiene un significado. De hecho, cuando tenemos un problema, intentamos
traducirlo al lenguaje algebraico mediante una expresion. Mira los siguientes ejemplos

Enunciado A un numero le El doble de La cuarta parte de|El precio de 1 kg.|El 15%
I . sumamos 4 un ndmero un numero, menos|de naranjas, si valen|de un
(lenguaje unidades su cuadrado a 1,80 €/kg. precio
usual)

Expresion

algebraica a4 - %‘7"2 1,8z 0,15z
(lenguaje

matematico)

Valor numérico de una expresion algebraica

Una expresion algebraica también nos puede servir para buscar generalizaciones de un problema.

Imagina que construimos triangulos con cerillas del siguiente modo:

N° de

1

2

3
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[ ] "y - L - . o " e =
triangulos (n)
- . - ‘ ¥ - > ¥ - ] - . L - i b
N° de
3 6 9 12
cerillas (p)

¢Podriamos averiguar cuantas cerillas necesito si quiero formar 100 triangulos?

Para ello tenemos que encontrar una relacion entre el nimero de tridngulos (n) y el nimero de
cerillas (p). Si te fijas, por cada triangulo necesito 3 cerillas, por lo que podriamos deducir que
p=3n. Conociendo esta regla, ya puedo saber que para n=100 serd p=3-100=300 cerillas.

[rportante

-.-._'_'__..-r"'".‘

Si en una expresion algebraica se sustituyen las letras por nimeros y se realiza la
operacién indicada se obtiene un nimero que es el valor nimerico de la expresion

algebraica para los valores de las letras dados.

—

Corprueba o Jpreraico

""w._ﬂ

Completa los espacios en blanco con la solucién correcta.
1. El valor numérico de 44—2b para gq=1 Y b=0 es D .
2. El valor numérico de £3_9x para r——] es| |.

3. El valor numérico de z3+43z—1 para =2 es[ |.

4. El valor numérico de 4°(b+¢) para q=3, b=4 Y c=5 es[___ |.

(c—a)a

5. Para que la expresion algebraica 5x+8 valga 3, debeser r— [ |.
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2. (-1)°-2-(-)=-142=1

3. 2343.2-1=84+6-1=13
3-(445) 27

4. B—3y3—6 =4

5.5i T=-1, 5-(—1)—|—8=3

..................................................................................................................................................

Ej/ercricrio resuelto

Vamos a buscar una férmula que me diga el nimero de cerillas que necesito para
formar los siguientes tridngulos. Es parecido al ejemplo del apartado anterior, pero
con una modificacidn: los tridngulos se superponen.

1 2 3 4
NO de - - - -
4 . ] '] . [ # ¢
triangulos (n)
- " - - - h - . - > ™ y
Neo d
€ 3 5 7 9
cerillas (c)

¢Cual es la formula que relaciona el niumero de cerillas con el nUmero de triangulos?

IMostrar retroalimentacion|

i En este caso no son 3 cerillas por cada tridngulo. Para el primer tridngulo si se'
i cumple, pero si observas bien, verds que cada figura se obtiene sumando dos
i cerillas nuevas al anterior:

@ n=1:c=3

@ n=2:c=3+2

@ n=3:c=3+2+2

® n=4:c=3+2+2+2

' A partir de aqui tenemos que generalizar: en todos los casos empezamos por 3

; cerlllas y luego sumamos 2 por cada nuevo triangulo. En cada caso tenemos (n- 1)
"nuevos triangulos", es decir, tenemos que sumar el 2, n-1 veces. Ya tenemos Ia.

| formula: ’

c=342-(n-1)
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ejemplo.

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

Nos estan pidiendo que calculemos el valor numérico en cada caso:
| @ n=1:c=3+2:(1-1)=3
@ n=2:c=3+4+2:(2-1)=342-1=5
@ n=3:c=3+2:(3-1)=3+2:2=7
@ n=4:c=3+2:(4-1) =3+2:3=9
Como puedes comprobar, nos da los mismos resultados que en la tabla.

.................................................................................................................................................

Calcula cuantas cerillas necesitamos para formar 100 triangulos.

IMostrar retroalimentacion|

Tenemos que calcular el valor numérico de c para n=100. Sustituimos en Ia
formula y obtenemos:

c = 34+2:(100-1) = 3+2:99 = 201 cerillas

9de52




1.2. Operaciones con expresiones algebraicas i 2« | //;\\
Ya sabes lo que son expresiones algebraicas y como darles valores. Veamos ahora como trabajar con
ellas. Aprenderas a sumar, restar y multiplicar expresiones, ademas de tres férmulas que te seran de
bastante utilidad.

Irpoortante —

Tanto en la suma como en la multiplicaciéon de expresiones algebraicas se conservan
las propiedades anteriormente vistas en los nimeros reales (conmutativa, asociativa,
distributiva...)

B —

.

@ Suma y resta:

Fijate en la siguiente expresion: 2X — ¥ T 4X + y? + 8y —y? + 2xy

Estd formada por siete sumandos llamados términos. En cada término (por ejemplo 2:vy )
podemos distinguir una parte numérica o coeficiente (en nuestro caso 2) y una parte literal ( TV

).

Los términos que tengan exactamente la misma parte literal son términos semejantes. Esos seran
los que podemos sumar y restar. En nuestro ejemplo, encontramos cuatro tipos diferentes de
términos semejantes.

2+ 43+ y2 [ 8y)— v2[F 2x))

La suma y la resta consisten basicamente en "contar" los términos semejantes:
e Término g : 2zx+4+4x =6z
e Término ¥ : —Y+8y =Ty (Recuerda que —¥ equivalea —l¥ )
e Término Y2 : y2—y2=0y2=0
e Término TV : 2TY

Resumiendo, D

—y+4x+v2+8y —y? +2xy=6x+7y+ 2xy

@ Producto:

Para realizar el producto de un término por toda una expresién, multiplicaremos el primero por cada
uno de los términos de la segunda expresion. Esto se resuelve multiplicando los coeficientes entre si,
y las variables entre si. Por ejemplo,

2x -3 =6x
2x- (3 —4x+y) =| 2x-(—4x)=-8x* |=6x—8x%+2xy
2x -y = 2xy

10 de 52



Para multiplicar dos expresiones, haremos lo mismo pero multiplicando cada término de la primera
expresion por cada uno de los términos de la segunda expresion. Luego sumaremos los términos
semejantes para dejar el resultado lo mas simplificado posible.

e D= 2x2 —2-2x = —4x
—2)-(2x+3)=| * s
=)L+l £-3=13% e

=22 4+ Bx —Ax—6="2x2—x-—%

/rpoortante —

Recuerda que:

@ Si un coeficiente multiplica a una variable, no escribimos el signo de multiplicar:
2z =2z

@ Si un coeficiente o una variable multiplica a un paréntesis, tampoco es
necesario ponerlo: —3-(z+1)=—3(z+1)

@ Al multiplicar variables de la misma base sumamos los exponentes:

(@y3) (z2y2) = 23y5
[I— |

Identidades notables

Hay tres formulas que debes conocer. Facilitan las operaciones y te seran de gran ayuda a la hora de
simplificar expresiones, por eso no nos conformamos con ofrecerte simplemente las féormulas,
ademas tendras su demostracion a través de una animacién en el banco de imagenes de INTEF por
José Angel Lépez Mateos y un ejemplo en un video de YouTube de juanmemol.

CUADRADO DE UNA SUMA
Formula

(a +fJ]IE =a*+b"+2-a-b

Imagen de elaboracién propia

Ejemplo
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CUADRADO DE UNA DIFERENCIA
Formula

Imagen de elaboracién propia

Ejemplo

SUMA POR DIFERENCIA
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Férmula

7

(a4+b)(a—=>)=a® =D

Imagen de elaboracién propia

Ejemplo

Corprueba o grreraiclo

Utiliza las identidades notables para completar los huecos en blanco:
1. (@432 =224+ [ 49
2. @-z)?=4 [ ] 422
3 (x+y)2:x2+2xy+y [ ]
o 05-9@s+9= [ p2_ [
5. 82—6)%= [ ] £2-962+36
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2. Una incognita

Se suele decir que las Matematicas nos rodean
y en el caso de las ecuaciones es muy cierto.
Por ejemplo, para que un aparato de GPS
pueda determinar tu posicidn (incégnita), este
obtiene datos de, al menos, tres satélites con
los que plantea una serie de ecuaciones que x

determinan la solucién. Otro ejemplo, al

programar el termostato del aire

acondicionado ¢écuando debe apagarse vy

encenderse el equipo para que la temperatura [
esté segln lo deseado? Mas ecuaciones... /

3. Find x.

3cm

Aunque hemos dicho que aqui estudiaremos =
las ecuaciones con una incdgnita, en un 4{5,6 _C“Zl M
problema puedes encontrarte con varios datos

desconocidos. También veremos que un
mismo problema puede tener una, dos
soluciones, o puede que ninguna. ilIncluso es

posible que tenga infinitas soluciones! ¢Pero
sabes exactamente qué es una ecuacion? Vamos a dar una definicion.

Foto en Flickr por dullhunk bajo CC

Una ecuacion es una expresion algebraica en la que establecemos una igualdad. El signo igual
separa la ecuacién en dos miembros. Como es una expresion algebraica, estara formada por
nimeros, variables y operaciones. En el caso de las ecuaciones, a las variables las llamaremos
incognitas, pues son los valores que queremos descubrir.

3(x +1)=2x"—4

Primer Segundo
miembro miembro

La resolucion de ecuaciones algebraicas es una de las partes fundamentales del algebra. En las
Matematicas han pervivido dos métodos de resolucion:

@ Exactos, recurriendo a las leyes del algebra.
@ Aproximativos.

Por ejemplo las soluciones de la ecuacion pueden obtenerse mediante tanteo, elevando al cuadrado
1'1, 1'2 hasta 1'9 y tomando el mas préximo. De nuevo el proceso podria repetirse con las
centésimas... Una vez calculadas, hasta el nivel de aproximaciéon deseado, podrian colocarse
ordenadas en una tabla para su posterior consulta.
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2.1. Ecuaciones lineales

Ecuaciones de primer grado

Empezaremos resolviendo ecuaciones con una
incdgnita que ademas no tenga exponente, es
decir, de primer grado. Para ello veremos
varios métodos y empezaremos por el mas
intuitivo: la resolucion por tanteo o por
aproximacion.

Cuando buscamos la solucidon de una ecuacion,
lo que queremos es encontrar un niumero que,
al sustituirlo por x, verifique la igualdad. En
eso consiste la resolucién por tanteo, en
darle valores a la incognita x hasta que se
igualen ambos términos.

Por ejemplo, supongamos que tenemos la
ecuacion: 3r—1= 11+x . Vamos a sustituir Fotograffa en Flickr de roblz.com bajo CC
X por algunos valores y veamos qué pasa.

Valores J3rz—-1=114=x Observaciones

i 5 3.2-1=11+ 2 |Noseigualan los miembros.

| =
5 =13 Necesito aumentar el valor del primero.

Sip—4 | 3 4 1=11+4% 506 sinigualar.
11 =15

Si r=6 3:6-1=11+46 1 4 solucion de la ecuacion es r—==86
17 =17

Corprueba o Jrreraic/o

Resuelve las siguientes ecuaciones por tanteo:

1. 2243=13 . Lasoluciénes x— | |
2. 9r—4—8 .lasoluciéones r— | |

3. x2—|-1=10 . Las solucionesson =3 vy = l:l

y
4. §—1=3 . La solucién es 1 — |:|

No siempre es facil resolver las ecuaciones por tanteo, asi que vamos a ver un método general para
resolver cualquier ecuacidon de primer grado. Este método consiste en buscar ecuaciones

equivalentes cada vez mas sencillas, y mas faciles de resolver.
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/rrpoortante

Dos 0 mas ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas soluciones.

En la siguiente presentacién vas a descubrir con todo lujo de detalles (propiedades, pasos...) cémo
se resuelve una ecuacién de primer grado.

1of 25

Patricia_Perez

Ademas, las acompafiamos de unos videos de juanmemol de su canal ecuaciones de primer grado.
Por cierto si te sabe a poco, si pinchas en este enlace descubrirds 52 videos mas. Toda una leccion
de ecuaciones.
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anterior, este método de resolucion podemos simplificarlo en cuatro

Resumiendo la presentacion

pasos:
PASO 1: Eliminar
porénfasks y quitar
denominadores FAZD 2: Agrupar —_—
kerminos
semajantes PASO 3:
Despejar la
inchgnita PASD 4:
mmmw‘umnmtmu# | :Il Fllﬂh]r |D
it nlgsbesi Pl ol s solucibn
fackse qua tengo hmrn dal perdrringin, & Vamad o posar todos oy
usandn boy producios nolohies En & Bermin con incognio o un Dejomes in lneagnite
s s et b oLt henge miembro, y o que no Tengon sl quibande su
denominadores, reducimos o comn o oivn. Par: sl debes fener r—— a Ex b comprobar
demasminnder inoos b idmmings de s BN Cuei cpa 5 un hemming asiar mﬁp:;dn ot |o soluicn £
ecunchin Linm ves hecho, pedemas eard munantin, pera al sen pomas ol s wiksmabies earrectn Porn sle
sliminorins. Lo veremos en el prisms migmben metands iy dividicndn, pero sn femomos o sobamon y
sampln wiesuarsnl commbinr dir g saEtiLES s o
primara ecuaclbn por
e e oo vk,
B 35 =Ty + 2] =0z Bxl= 1hi={Zrp 21 ! ¥
2r = 1 F0 o+ Z) fxl=2x=21% 15 Th= y
Ry —the=2r 41 ¥ = 3 i 12

Ejercrc/io resuelto

Intenta resolver la siguiente ecuacién paso a paso. Si no sabes seguir, puedes

consultar el resultado.

- 3(1-3

Paso 1: Quitar paréntesis
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Paso 2: Quitar denominadores

I[Mostrar retroalimentacion|

JCaIcuIamos m.c.m(2,4)=4, luego hacemos comun denominador 4 y recalculamos
' los numeradores de todos Ios términos:

4 z—3 16x+6 18z

i 4 4 4 ‘
Una vez hecho, podemos eliminar los denominadores. Ten cuidado, pues un 5|gno
' negativo delante de una fraccion cambia el signo de todo el numerador:

 4—r+4+3=16x+6-18z
Simplificamos los términos semejantes,

Paso 3: Agrupar términos semejantes

I[Mostrar retroalimentacion|

Paso 4: Despejar la incognita
Este paso no es necesario, pues ya la tenemos despejada.

Paso 5: Comprobar la solucion

IMostrar retroalimentacion|

=1=3 3—9-(=1)
1-—==4(-D)+—
2=2

[rportarte

\

Cuando simplificamos una ecuacion y llegamos a una equivalente de la forma
- =458, con h un numero distinto de cero, la ecuaciéon no tiene solucién. Se dice
entonces que dicha ecuacion es incompatible.

— _ -

Ecuaciones de segundo grado

Una ecuacién serd de segundo grado si tiene alglin término en 2 y no tiene términos de grado

superior.

ecuaciones de primer grado,

Para resolver una ecuacion de segundo grado, en principio, seguimos el mismo método que para las
ir buscando ecuaciones equivalentes cada vez mas sencillas, hasta
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obtener una ecuacion de la forma

azx2+br+c=0,donde g, b y ¢ son
numeros reales.

Las ecuaciones de segundo grado pueden
tener dos, una, o ninguna solucioén. Para
resolverlas, usaremos la siguiente férmula:

L

V=Pi(z+z)a

Fotografia en Flickr por antiuser bajo CC

—b + Vb2 — 4ac
2a

ax’+bx+c=0 = x=

Ejercic/o reswuelto

Resuelve la ecuacion §r2—5r—1=0

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

EEn este caso, serd a = 6, b = -5y ¢ = -1. Si lo sustituimos en la formula, nosé
i queda: :

_ —(=5)£V(-5)*—4-6(—1) _ 5+/35¥24 5+/4F 547
= 26 =T 12 TT12 T2
Obtenemos dos soluciones, una operando con el signo + y otra con el signo -
' 5+7 12 5—7_ —2_—1

T =3 ==l y ;=T ==

..................................................................................................................................................

E/ercic/io resuelto

Resuelve la ecuacion: (x+1)2—(3x+8) = —(2:6-{-3)2

@ Quitamos paréntesis:

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

 £2422+41-37-8 = —(452+122+9)
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@ Pasamos todos los términos al mismo miembro:

IMostrar retroalimentacion|

.................................................................................................................................................

2227442412549 =0
 Br2411542=0

@ Usamos la formula de resolucion:

IMostrar retroalimentacion|

ETenemos a=5,b=11 Y ¢=2, luego:

_ —11+V112—4.52  —11+VBI  —1149
25 =710 T 10

..................................................................................................................................................

Corprueba o Jrreraic/o

Resuelve las siguientes ecuaciones y completa los huecos. Si tiene una Unica solucion,
escribela repetida en cada hueco. Si no tiene solucién, escribe no en cada hueco. Los
huecos con una barra / entre ambos indican una fraccién.

1. £2422+41=0 tiene solucién [ |y[ ]
2. £24524+7=0 tienesolucion| Jy[ |

3. (21:—1)2 =5z—1 tiene solucién [ |y [ ]/[]

2z _ 5
4. $2—T =3 tiene solucion | Jy[ |/[]

Namero de soluciones de una ecuacion de segundo grado

En la formula hay una raiz cuadrada que va a ser la que determine el nimero de soluciones de la
ecuacion. La expresion a la que calculamos la raiz, h2—4gc , se llama discriminante. Tendremos
los siguientes casos:
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1. Si 62—4ac>02 La raiz existe, y por lo tanto la ecuacién tendrda dos soluciones, una
operando con el signo + y otra con el signo -.

—=b

2. Si b2_4ac — (0 : La raiz vale 0 y la ecuacién tendrd una Unica solucién, £ = 4

3. Si b2—4ac<0 : La raiz no existe y la ecuacién no tiene solucion.

Ecuaciones de segundo grado incompletas

Irpoortante —

Una ecuacion de segundo grado es incompleta si los coeficientes § o » son cero.

B— — .
ECUACION DE
SEGUNDO
GRADD
COMPLETA INCOMPLETAS
| / | N
J " )
ar* Lhr+e =10 ar- =0 ar® +he =0 || ar*+c =10
con a, b y ¢ distintos
de D

Imagen de elaboracion propia

Aunque para resolver las ecuaciones incompletas se puede recurrir a la férmula general, se pueden
resolver de forma mas sencilla usando los siguientes métodos:

Faltael término independiente (C = 0)
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Falta el términoen & (b = 0)

Si en la ecuacion no aparecieran a la vez los términos § y ¢, la ecuacién tendria una Unica
solucién, =0 .

Ejercic/o resuelto

Curso 2014/2015

Resuelva la ecuacion:
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[IMIOSTrdr recwroailmencaciorn

! El primer paso es eliminar los paréntesis:
67 -9x+2x-3- (67 +4x-18x-12)=9x— 6.x7-9x+2x-3 -6x° - 4dx+ 1 8x+12-9x=0 E
! A continuacion simplificamos la expresion:

9
“2x49=0—-2x=-9—x= ?
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2.2. Inecuaciones lineales >

Desigualdades e inecuaciones

Observa la siguiente imagen y procura relacionarla con el nombre del epigrafe de este apartado,
desigualdades e inecuaciones.

Las dudas sobre Grecia y
ﬁl&' prﬂqum,ﬂes de 1‘1 bdll(.,d El consejero delegado de Yahoo!
eva_n d prima a maximos | presenta su dimisién por mentir

GABEL LAFONT | Madrd e 626
: SANDRD POZZ] | Mueva York 26

5 “ﬁigsérgf;fsude = ﬂb;'i":; auene;”i”r e P Tras|menos de sels meses Bl frente de Ia ‘puntocom’, Scott
pre =120 [ 4 airz - Thompson deja el cargo acusado de falsear el curriculo

sector bancano espanol. El Ibex inicia la sesidn con fuertes caidas

El repliegue de Afganistan tendra
cuatro fases y durara 22 meses

MIGUEL GOMNZALES | Madrd 15
El Ejercito afront | |5,
que comenzara ghnales de este ano o a principios de 2013

Imagen de elaboracién propia con recortes de titulares de elpais.com del dia 14/05/2012

Probablemente lo primero que se 0s venga a la cabeza es una desigualdad del tipo social, puede que
incluso te hagas preguntas como: ées justo que una persona haya ocupado un puesto de relevancia
basandose en una mentira? o énos merecemos que suba el tipo de interés por las dudas de los
bancos?, incluso éera necesaria la ocupacidon del territorio afgano? Es una lastima que no podamos
entrar en estos detalles, porque las desigualdades con las que nos disponemos a trabajar son otras,
y si no fijate en las frases que estan recuadradas y en la siguiente actividad.

Corprueba o Jprrerdic/o

En el dia de ayer, las temperaturas medias en cinco capitales europeas fueron:

Capital Madrid |Londres|Berlin|Moscl|Roma
Temperatura (°C)| 16 8 -1 -5 8

Indica la veracidad o falsedad de la siguientes afirmaciones:
En Madrid hace mas calor que en Londres.

' Verdadero
i Porque 16 > 8

En Berlin hace mas frio que en Moscd.

Verdadero © Falso
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En Londres hace la misma temperatura que en Roma.

Verdadero © Falso

' Verdadero
i Porque 8 = 8

[rportante

Recordamos que, dados dos numeros g Yy § pueden darse Unicamente tres
relaciones entre ellos:

€ g esmenorque p yloexpresamos g < b
© g esiguala p yloexpresamos g —p

€@ g es mayorque p yloexpresamos g > b

La segunda relacion se denomina igualdad y cuando aparecen letras ademas de
cifras numéricas, dan origen a las ecuaciones.

Las relaciones primera y tercera se denominan desigualdades y cuando aparecen
letras ademas de cifras numéricas, dan origen a las inecuaciones. Con ellas
trabajaremos a continuacion.

I —

Corprueba o Jpreraico

Ordena la lista de temperaturas de la tabla anterior, en orden ascendente (y luego en
orden descendente), colocando entre cada dos valores el signo <, =, >, que
corresponda.

En orden ascendente (de menor a mayor): |:| D I:l <8 |:| |:| D I:l
En orden descendente (de mayor a menor): 16 > D D D D |:| D |:|

Corprueba o Jrreraic/o
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1. éQué ocurre si aumenta la temperatura 2 °C en Moscl y en Roma? éSigue
haciendo mas frio en Moscu que en Roma?

Verdadero
La respuesta es afirmativa puesto que -5 < 8 (si sumamos 2 a cada miembro) -3 <
10 luego la desigualdad no ha cambiado.

..................................................................................................................................................

2. Si disminuye 2 °C la temperatura en ambas ciudades, podemos afirmar ahora
gue hace mas frio en Roma que en Moscu.

Falso :
Es falso puesto que -5 < 8 (y si restamos 2 a cada miembro tendriamos) -7 < 6, !

Iuego la desigualdad no ha cambiado y sigue haciendo mas frio en Moscu que en
i Roma. :

3. Si se triplica la temperatura en ambas ciudades, hard mas calor en Moscu que
en Roma.

> Verdadero © Falso

..................................................................................................................................................

| Falso
Efectwamente la afirmacion es falsa. :
No ha cambiado la situacién puesto que al triplicar la temperatura lo que ha'
ocurrldo es que se ha hecho aln mayor la diferencia entre ambas ciudades. '
Veamoslo Tenemos que -5 < 8 y al multiplicar por 3 ambos miembros tendremos
que -15 < 24,

..................................................................................................................................................

4. En las noticias, dan el siguiente titular:

"Hoy 15 de Diciembre, se aprecian los efectos del cambio climatico en las
temperaturas de ciertas capitales europeas. Se ha invertido la situacion,
Moscu presenta una temperatura atipica para estas fechas con 10 °C. Al
mismo tiempo una ola de frio se encuentra situada sobre Roma donde se
han alcanzado temperaturas de -16 °C."

Por tanto, podemos afirmar que ahora si que hace mas calor en Moscu
que en Roma.

> Verdadero © Falso

! Verdadero

i Veremos de manera detallada lo que ha ocurrido. ;
EéQué significa que se ha invertido la situacion? Pues que ahora hace mas calor en§
i Moscu que en Roma. =
i Tenemos la siguiente relacién: -16 < 10, cuando antes teniamos: -5 < 8.

i Si observas las temperaturas actuales: 10 = (-2) - (-5) y -16 = (-2) - 8 .
; obtienen multiplicado las anteriores por un nimero negativo, en este caso -2, pero |
'aI hacer esta operacion la desigualdad ha cambiado de sentido, la balanza se ha
desequlllbrado para el otro lado. :

Cada una de las situaciones de la autoevaluacién anterior muestra el comportamiento de una
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desigualdad numérica cuando se suman, restan, multiplican o dividen los dos miembros de una
desigualdad por una misma cantidad.

A continuacidn, se presenta de manera resumida cada uno de los casos.

/rporzance

@ Si a los dos miembros de una desigualdad se le suman o restan un nimero
positivo, |la desigualdad no cambia de sentido.

@ Si a los dos miembros de una desigualdad se le suman o restan un niamero
negativo, la desigualdad no cambia de sentido.

@ Si se multiplican o dividen por un nimero positivo los dos miembros de
una desigualdad, entonces la desigualdad no cambia de sentido.

@ Si se multiplican o dividen por un nimero negativo los dos miembros de
una desigualdad, entonces se invierte y cambia de sentido.

Inecuaciones

Si eres un buen conductor seguro que sabes
gue en las autopistas espafiolas debemos
circular a una velocidad inferior o igual a 120
km/h.

Si llamamos 4 a la velocidad en kildmetros
por hora a la que conducimos, la expresion
algebraica que representa esa situacion
vendria dada por: v<120

Si circulamos a velocidad superior a 120 km/h
estaremos poniendo en peligro nuestra
seguridad y seremos sancionados. En este
caso la expresion algebraica seria: ¢>120 . PixelPlacebo cc

Las dos expresiones anteriores se denominan

inecuaciones o desigualdades.

Lo primero que llama la atencién de las inecuaciones es que tienen infinitas soluciones. Esa es una
caracteristica esencial de las inecuaciones.

Trabajaremos exclusivamente con inecuaciones de una incégnita.

/rpooriance

Una inecuacidon es una expresion matematica con cifras y letras caracterizada por

tener alguno de los signos de desigualdad (<: < T :_>) , mostrando un
desequilibrio entre cifras y letras.

Una inecuacion respeta todas las propiedades vistas para las desigualdades
numéricas, que son:
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@ Tampoco cambia de sentido, si se multiplican o dividen ambos miembros por un
numero positivo.

@ Cambia de sentido, se desequilibra hacia el otro lado, si se multiplican o dividen
ambos miembros por un niimero negativo.

/rpoortante —

Resolver una inecuacién es encontrar el conjunto de nimeros reales que cumplen
la desigualdad. Este conjunto infinito de soluciones sera un intervalo de la recta
real.

El proceso de resolucién consiste en realizar transformaciones (suma, resta,
multiplicacion o division) de una misma cantidad a ambos miembros de una
inecuacion, hasta llegar a una inecuacion en la que la incognita esté sola en uno de
sus miembros, en el otro haya un numero y, entre ambos, uno de los signos de
desigualdad.

El objetivo de estas transformaciones es llegar a obtener uno de los siguientes
modelos (donde 1 eslaincognitay g un numero real)

T<5, TS, T>5, xT2s

Finalmente, la solucidn de la inecuacién vendra dada por los infinitos valores que
verifican esta Ultima desigualdad. Es decir, todos los puntos del intervalo que tienen
por extremo inicial (o final) al valor s .

Corprueba o Jprerdic/o

- . L 1-E=55 3,
a. Tenemos la siguiente inecuacion: g A

¢Cuales de los siguientes valores son solucién de esa inecuacion?

0 =0

0 =3

,,,,,,,,, iy S

a . e
r=j
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. Solution

1. Correcto
2. Incorrecto
3. Correcto
4. Correcto

b. ¢Cudles de las siguientes inecuaciones, tienen como solucién la siguiente
representacion grafica?

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

. Solution

1. Incorrecto
2. Correcto
3. Correcto

Como en algunos apartados anteriores, te ofrecemos unos videos del profesor juanmemol. En este
caso es una lista de reproduccion que consta de 18 videos de inecuaciones de primer grado y aqui te
mostramos un ejemplo:
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Ejercicio reswuelto

Resuelve la siguiente inecuacion y representa la solucién obtenida:

—2(z-3)>18

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

Primero operamos para quitar el paréntesis:

| —22+6>18

Sumamos -6 a ambos miembros y la desigualdad no varia:
-2z >12

Dividimos ambos miembros por -2, la desigualdad cambia de sentido:
r<-6

EEI conjunto de soluciones de la inecuacién es (—00,—6] y Su representacion i
: grafica es: =

g

Corprueba o Jprerdic/o

¢Cual es el conjunto de soluciones de la siguiente inecuacion?

2r+43<5z

=]
[1,+o0)
(_001 1]

..................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................

g

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

g
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2. Incorrecto
3. Opcidn correcta

e e e e e e e m e e

Ej/ercricrio resuelto

Curso 2010/2011
' Halle el conjunto de soluciones de la inecuacién:
-2 <

Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

EEI primer paso al igual que si fuera una ecuacién es quitar paréntesis y
; denominadores: '

' 9(z-2)<4-20=92-18<4-27

A continuacién, pasamos los términos que tengan 4 a un lado y los que no Ia§
i tengan a otro: :

9422 <4+18=3 115 <22

| Por ultimo, despejamos:

22

i Si queremos podemos dar la solucién en formato grafico también:

..................................................................................................................................................
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3. Dos incognitas

El siguiente titular aparecio en el diario SPORT.es el dia 3 de abril de 2010.
e
victoria

lleva el Athlaetic

Messi-lbra.himovic, seguro de gol... y de

En lo que va de Liga entre los dos delanteros han marcado 40 goles, los mismos que
Titular del diario sport.es (03/04/2010)

Fotografia en Flickr por tetegil bajo CC

Por tanto, si llamamos:

"namero de goles que ha marcado cada uno", necesitamos dos incégnitas.

Si traducimos al lenguaje algebraico la frase del subtitulo: "entre los dos delanteros han marcado 40
goles", al haber dos objetos (en este caso dos jugadores), y dos cantidades asociadas a ellos,

x~ : Nimero de goles que ha marcado Messi
Y : Nimero de goles que ha marcado Ibrahimovic

La frase anterior ya traducida, quedaria de la siguiente forma: x+y=40 , que es una ecuacién
(igualdad entre dos miembros) con dos incognitas (letras). éHas visto que no es tan complicado?
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3.1. Ecuaciones con dos incégnitas

o))
q®
-

| — /rportarte =

Una ecuacion lineal con dos incégnitas es una igualdad entre dos expresiones
algebraicas.

Su expresién general tiene la siguiente forma: ax+by=c ,donde g e Y son
las incégnitas de la ecuacidony g, B Y ¢ Son numeros.

a Y b son los coeficientes y ~ es el término independiente de la ecuacion.
En el caso anterior +%¥ =40, =1, b=1 Y c=40.

Las soluciones de la ecuaciéon son pares de numeros que al sustituirlos en la
ecuacién por (x,y) , hacen que ambos miembros valgan lo mismo (se alcance el
equilibrio).

—""',,.ri — T

Corprueba o Jpreraic/o

1. ¢Es posible que Messi haya marcado 30 goles e Ibrahimovic 20 goles?

Si

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

! iIncorrecto!

No es posible, porque 30 + 20 = 50 y entre los dos han marcado 40 goles no 50.

Conclusion: (x,y) = (30,20) no es una solucién de la ecuacién.

..................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................

i iCorrecto!

No es posible, porque 30 + 20 = 50 y entre los dos han marcado 40 goles no 50.

| Conclusién: (5'7;3/) = (30,20) no es una solucién de la ecuacién.

..................................................................................................................................................

Solution

1. Incorrecto
2. Opcidn correcta

..................................................................................................................................................

2. ¢Es posible que tanto Messi como Ibrahimovic hayan marcado 20 goles cada
uno?

Si
No
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| Conclusién: (:v,y) = (20,20) es una solucion de la ecuacion.

..................................................................................................................................................

i iIncorrecto!

§S| es posible, porque 20 + 20 = 40, que es exactamente la cantidad de goles que
i han marcado entre ambos, segtn |nd|ca el periddico.

Conclusion: (x,y) = (20;20) es una solucién de la ecuacion.

| Solution

1. Opcioén correcta
2. Incorrecto

3. Yo creo que Messi ha marcado 25 goles y que Ibrahimovic ha marcado sélo 15
pero mi hermana dice que, segln sus cuentas, Messi ha marcado 12 goles e
Ibrahimovic 28. iVaya disparidad de opiniones!. Pero, épodemos tener razon los
dos?

Si

..................................................................................................................................................

’ iCorrecto'

En efecto, y aunque parezca contradictorio, tenemos razén los dos, porque

@ Segln mis datos: 25 + 15 = 40 , que es exactamente la cantidad de goles
que han marcado entre ambos, segun indica el periddico.

@ Segun las cuentas de mi hermana: 12 + 28 = 40 , que es la cantidad deé
goles que han marcado. '

Conclu5|on (x,y) (25 15) es una solucion de la ecuacién y (x;y) (12 28)

i es otra solucion de la ecuacion.
iIncorrectoI
En efecto, y aunque parezca contradictorio, tenemos razén los dos, porque

@ Segun mis datos: 25 + 15 = 40, que es exactamente la cantidad de goles
gue han marcado entre ambos, segun indica el periddico. '

@ Segln las cuentas de mi hermana: 12 + 28 = 40 , que es la cantidad de?
goles que han marcado. '

Conclusmn (a:,y) (25 15) es una solucién de la ecuacién y (x,y) (12 28)

i es otra solucion de la ecuacion.

Solutlon
1. Opcioén correcta
g 2. Incorrecto

Para saber si una pareja de nimeros es solucidon de una ecuacién lineal con dos incdgnitas, basta con
sustituir en la ecuacién cada nimero por la letra correspondiente y comprobar si se cumple o no la
igualdad numérica.

Acabamos de ver, que los pares (12, 28), (20, 20) y (25, 15) son soluciones de la ecuacion
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z+1y =40 . Estos pares de puntos, ademas de

cumplir la ecuacion tienen sentido en el contexto
de la situaciéon que planteamos, es decir, pueden
ser los goles marcados por Messi e Ibrahimovic
respectivamente.

Pero hay otros pares de puntos que también
cumplen la igualdad z-+vy =40 . Por ejemplo
(-5, 45) 6 (30'5, 9'5) suman 40, pero no tienen
sentido como goles marcados en un partido.

Nos planteamos entonces écuantos pares de

-
[
L

o o™
vc,rr_..

45|

dn,

., (20, 20)
L ]

puntos pueden ser solucion de la ecuacién lineal i (25, 15)
z+y =40 > .
En la imagen de la derecha hemos representado 12 -"'q_[m'f" B:5)

en unos ejes coordenados los pares de puntos

gue hemos visto que son solucién de
x+y=40 . Para ello, el valor de la 7z lo 0
hemos colocado en el eje OX, yeldela ¥ enel .o 5 |o s 10 15 20 25 20 35 40
eje OY. -5 |
. . . ; Imagen de elaboracién propia
A la vista de la imagen, éique otros pares de
puntos pueden ser solucion de nuestra ecuacion?
Inpoortante —
Dada una ecuacion lineal con dos incdgnitas, ax+by = C , siempre se cumple:
1. Que sus soluciones, pares de valores (:c,y) , representan puntos del plano
que estan alineados, es decir, estan situados sobre la misma recta.
2. Como una recta tiene infinitos puntos, una ecuacién lineal con dos incdgnitas
también tiene infinitas soluciones.

Corprueba o grrerdico

En un portal deportivo en internet leemos el siguiente titular:

"A estas alturas de la temporada el Real Madrid es el equipo mds goleador
de la Liga con 6 goles mas que el F.C. Barcelona, que ocupa la segunda
posicién en la clasificacion de equipos goleadores."

Indica Verdadero o Falso en las siguientes afirmaciones:

1. La ecuacién que relaciona el nUmero de goles marcados por ambos equipos es:
£ =vy+6 , siendo 1 : n° goles marcados por el Real Madrid e ¥ : n° goles
marcados por el F.C. Barcelona.

Verdadero Falso
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2. El F.C Barcelona ha marcado 73 goles y el Real Madrid 80.

> Verdadero © Falso

! Falso
5 No es cierto. Veamos por qué.

Sabemos que la relacion entre los goles marcados por ambos equipos viene dada !
,por la ecuacién: = y+ , donde g : n° goles marcados por el Real:
5 Madrid e ¥ : n° goles marcados por el F.C. Barcelona. ;

S| fuera cierto, entonces, la pareja: (x,y)=(80,73) seria una solucion de Ia§
ecuaC|on :

Pero si sustituimos en la ecuacidon vemos que no la satisfacen, porque: 80 = 73 +
6 80 = 79, que no es cierto.

3. Podemos afirmar, con toda seguridad, que: "El F.C Barcelona ha marcado 73
goles y el Real Madrid 79".

© Verdadero © Falso

i Falso
’ No es cierto. Veamos por qué.

Sabemos que la relacion entre los goles marcados por ambos equipos viene dada !
.por la ecuacién: T = y+ , donde g : n° goles marcados por el Real:
i Madrid e ¥ : n° goles marcados por el F.C. Barcelona. :

{ En este caso, la pareja: (x;y):(79,73) si que es una solucién de la ecuacion.
'Podemos decir que es una combinacién goleadora posible, pero, con los
datos que disponemos, no podemos afirmar con toda seguridad que esta:
sea la Ginica combinacion posible. ’

; Esto es debido a que una ecuacidén con dos incognitas tiene infinitas soluciones.

..................................................................................................................................................
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3.2. Sistemas lineales de dos ecuaciones con
L 2 DN
dos incognitas ‘ A

_.l)

En las dos situaciones mostradas en el punto
anterior no hemos podido mas que establecer
una relacion entre las dos incdgnitas y dar
posibles combinaciones de resultados.

Pero, ni hemos podido determinar un ndmero
unico de goles marcados por cada uno de los
delanteros del F.C Barcelona, ni el numero
preciso de goles marcados por cada uno de los
equipos.

En ambas situaciones nos falta una pista: otra
ecuacién. Al tener dos incégnitas, para poder
encontrar unos valores Unicos para los goles
marcados, necesitamos al menos dos pistas,
Fotografia en Flickr por Ignacio Conejo bajo CC es decir, dos ecuaciones.

Si las dos pistas son "buenas", entonces si que
podremos encontrar unos valores Unicos para las incégnitas planteadas.

Con las dos pistas tendremos lo que en Matematicas se conoce con el nombre de sistema de
ecuaciones.

/rrportante

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, como su propio
nombre indica, estd compuesto por dos ecuaciones de primer grado.
ar + by = ¢
/
a’r + b'y = c/

Resolver el sistema es encontrar una solucion comun de ambas ecuaciones. Por

tanto, una solucion del sistema es una pareja de valores (x,y) que cumple ambas
ecuaciones de manera simultanea.

I— —

Resolucion de sistemas de ecuaciones: Método grafico.

Vamos a ver distintas maneras de resolver un sistema de ecuaciones lineales. Comenzaremos con el
método grafico que nos mostrard que resolver un sistema de ecuaciones no es otra cosa que
calcular los puntos de corte de sus dos rectas asociadas.

/rporianie
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ecuaciones es una solucion comun de ambas ecuaciones.

Si interpretamos esto desde un punto de vista grafico, una solucion del sistema

vendra dada por las coordenadas (x,y) de un punto que pertenezca a las dos
rectas, esto es, de un punto de corte de las dos rectas.

Por tanto, para resolver un sistema de ecuaciones, por el método grafico, debemos:
@ Representar graficamente la recta de cada una de las ecuaciones.

@ Determinar los puntos comunes de ambas rectas.

_— —

En el siguiente applet aparecen multitud de ejemplos de sistemas resueltos para que puedas

practicar de manera autonoma. Pulsa sobre el botdn gris situado debajo del sistema para ver "OTRO
EJEMPLO".

Hallar dos nimeros sabiendo que el mayor mas 7 veces el menor es igual a 28 y el
menor mas & veces el mayor esigual a 45 . ®

Como puedes ver, dibujar las rectas de cada una de las ecuaciones no es una tarea excesivamente

compleja. Basta despejar ¥ en funcion de g , elaborar una pequefia tabla de valores vy
representar los puntos obtenidos.

Cornprueba o Jrreraic/o "

Asocia cada sistema con su representacién grafica.

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
z+y= 2 z+ y= 1 z-y=0
z+y=-1 -2z — 2y = -2 T+ y=2

Grafica 1 Gréafica 2 Grafica3
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@ Al Sistema 1 le corresponde la:

) Sugerencia

Grafica 1
Grafica 2
Grafica 3

! iCorrecto!

| Grafica 1.

i Basta representar las dos ecuaciones despejando y en funcion de x vy realizando§
una pequefia tabla de valores. :

ETen en cuenta esta observacién para futuros sistemas que vayas a resolver. Si
i observas las ecuaciones veras que es imposible que al mismo tiempo: "la suma de
i dos nimeros (x e y) valga 2 y que valga -1". O una cosa o la otra pero no ambas.
i Las ecuaciones, son contradictorias y asi es imposible encontrar una solucion.
i Cada vez que ocurra ésto, en las ecuaciones de un sistema, en la representacion §
igrafica van a salir dos rectas paralelas que, evidentemente, nunca se'
i cortan. No hay punto de corte, no hay solucion.

| iIncorrecto! §
| iIncorrecto! §
| Solution ’
§ 1. Opcidn correcta
§ 2. Incorrecto
: 3. Incorrecto
@ Al sistema 2 le corresponde la:

Grafica 1

Grafica 2

Grafica 3
i iIncorrecto! §
i iIncorrecto! §
' iCorrecto! ’

§ Grafica 3.

Basta representar las dos ecuaciones despejando y en funcién de x y reallzando
una pequefia tabla de valores. -
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gcquwalcm.c::, LICHICIE 1a> 11sliia> dvluLivlied. oc Luluall <l ninuu> puliLtvus. EI:
| sistema tiene infinitas soluciones. Cuando ocurra ésto, su representacmn
graflca seran dos rectas coincidentes, una encima de la otra.

[

Solutlon

1. Incorrecto
2. Incorrecto
3. Opcidn correcta

@ Al sistema 3 le corresponde la:

Grafica 1
Grafica 2
Grafica 3

iCorrecto!
Grafica 2.

i Basta representar las dos ecuaciones despejando y en funcién de x y realizando
i una pequena tabla de valores. :

ETen en cuenta esta observacién para futuros sistemas que vayas a resolver. Si'
i observas las ecuaciones veras que ni son contradictarias, ni una es multiplo de'
iotra. Cada vez que ocurra ésto, la representacion grafica van a salir dos |
i rectas secantes (que se cortan) en un Gnico punto. El sistema tiene una§
i Gnica solucién, que viene dada por las coordenadas (x,y)=(1,1) del punto
i de corte. :

Solutlon

1. Incorrecto
2. Opcidn correcta
3. Incorrecto

Irpoortante —

Un sistema es compatible si tiene solucién e incompatible si no la tiene.

Un sistema es determinado si tiene un numero finito de soluciones e
indeterminado si tiene infinitas soluciones.

I —T—

En el ejemplo anterior, la grafica 1 corresponderia a un sistema incompatible (no hay puntos de
corte), la grafica 2 a un sistema compatible determinado (un Unico punto de corte) y la grafica 3 a
un sistema compatible indeterminado (infinitos puntos de corte).
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Resolucion de sistemas de ecuaciones: Métodos analiticos

Como hemos visto en el apartado anterior, un sistema se puede resolver graficamente. Pero en
muchas ocasiones, este método presenta algunos inconvenientes.

En el caso de que no dispongamos de una herramienta informatica preparada para representar las
graficas, estaremos obligados a construir una tabla con los puntos, para posteriormente realizar la
representacion de las rectas a mano.

También nos puede ocurrir que, una vez representadas las rectas, el punto de corte esté muy
alejado del origen de coordenadas o que no tenga las coordenadas enteras. Situaciones estas, que
suelen significar un obstaculo para encontrar la solucién exacta.

Todos los inconvenientes sefialados anteriormente justifican de manera clara la necesidad de que
existan métodos de resolucion de sistemas analiticos, es decir, realizando operaciones.

Veamos los tres métodos mas clasicos, que consisten en buscar sistemas equivalentes, que son
aquellos que tienen la misma solucién, cada vez mas sencillos:

RESOLUCION DE
SISTEMAS
Método de Método de Método de
Sustitucion Igualacién reduccién
Consiste en despeijar la Consiste en, elegida una hﬁim:’
incégnita que elijomos misma incignita para sistema en que los
de un: de I::: las dos ecuaciones, coeficientes dg xodey
. despejarla en ambas, .
ecuaciones y, para orm sean oplu?stos !cun igual
p?sf:mmnente, igualar las expresiones valor y f’ it s:grm:!, para
sustituirla en la ofra. btenida que asi podamos eliminar
iaas. dicha incégnita al sumar las
dos ecuaciones.

Como en apartados anteriores, antes de que te pongas manos a la obra, te ofrecemos una lista de
reproduccion de juanmemol sobre resolucion de sistemas lineales de dos ecuaciones con dos
incdgnitas. En ella puedes encontrar 21 videos, en los que aparecen ejercicios clasicos, problemas e
incluso una actividad de la prueba de acceso para mayores de 25 afios planteada en Catalufia en el
2010.
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Corprueba o rrera/c/o

A las dos situaciones relacionadas con el futbol que vimos en el punto anterior, le
vamos a afadir una nueva pista.

Plantea en cada uno de los casos un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas,
resuélvelos por el método que prefieras y completa los espacios en blanco que nos
dan la solucion.

1. Sabemos que g : Numero de goles que ha marcado Messi e % : Numero de
goles que ha marcado Ibrahimovic y que entre los dos han marcado 40 goles. La
nueva pista que nos dan es: "Messi ha anotado 10 goles mas que su compafiero
Ibrahimovic".

£ : Numero de goles marcados por Messi E

Y : Numero de goles marcados por Ibrahimovic E

2. La ecuacién que relaciona el nimero de goles marcados por ambos equipos es:
z=vy+0 , siendo 1 : n° goles marcados por el Real Madrid e ¥ : n° goles
marcados por el F.C. Barcelona. En este caso, la nueva pista que nos dan es:
"Entre los dos equipos han marcado 172 goles."

£ : Numero de goles marcados por el Real Madrid E

Y : Numero de goles marcados por el F.C Barcelona E

1 La nueva pista, traducida al lenguaje matematico, quedaria: = y+10

A continuacion, planteamos el sistema de ecuaciones y lo resolvemos. En este
' caso, se ha optado por resolverlo mediante el método de sustitucion. :

1 Como la x estd despejada en la segunda ecuacion, lo aprovecharemos y la'
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| L:.l':y-l-w lx='y+lu |F=yTw (F=ytw Lx=125

2. La nueva pista, traducida al lenguaje matematico, quedaria: £+Y¥ = 172

| A continuacidn, planteamos el sistema de ecuaciones y lo resolvemos. En este'
i caso, se ha optado por resolverlo mediante el método de igualacién. ;

' Para ello, como la x estd despejada en la primera ecuacién, la despejamos también §
: en la segunda e igualamos ambas expresiones. El resto es hacer operaciones. '

{x+y=172 {x=172—y —y+6=172-y —2y=166 —

sy=19 y=83 »5=83+6=89 _){zigg

__________________________________________________________________________________________________________________________________________________

E/ercic/io reswuelto

A un partido benéfico celebrado en el estadio Ramoén Sanchez Pizjuan, de Sevilla, han
asistido 42.000 espectadores. Se ha puesto a la venta Unicamente dos tipos de
entradas, a un precio de 15 € para los adultos y entradas infantiles a 6 €. La
recaudacion total ha sido de 612.000 €. {Cuantas entradas de cada tipo se han
vendido?

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

i{Si llamamos g : NO de entradas de adultos vendidas, ¥ : NO de entradas§
i infantiles vendidas, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones: :

[ £+ y= 42.000
{15z + 6y = 612.000

i Resolviendo el sistema por cualquiera de los métodos vistos anteriormente,ﬁ
: tendremos que se han vendido: ’

x = 40.000 entradas de adultos, ¥ = 2.000 entradas infantiles.

..................................................................................................................................................

z 4+ y= 42.000

Si en el sistema del ejercicio anterior {155‘7 =+ 63’ = 612.000 multiplicamos los dos miembros de
la primera ecuacion por -15, tendremos que el coeficiente de x en ambas ecuaciones es opuesto, -15
y 15.

=15z — 15y = —630.000
15z + 6y = 612.000

Si ahora sumamos las dos ecuaciones miembro a miembro, haremos desaparecer la g , Yy nos
guedard una ecuacion con una Unica incégnita, ¥ . Si la resolvemos tendremos el valor numérico
de Y .

44 de 52



~9y =-18.000 = y = =g = y = 2.000

Posteriormente, sustituiremos este valor de % en la primera ecuacion, calculando el valor de 1 .

£+2.000 = 42.000 = = = 40.000 = {§ = 300

Hemos encontrado la solucion de una manera rapida, simplemente consiguiendo coficientes opuestos
en una de las incdgnitas. Lo que hemos es aplicar el método de reduccién.

Reflexiona

Uno de los motores que propulsa el lanzamiento del cohete Ariane 5 es el Vulcain 2.

Durante los 540 segundos que dura su funcionamiento consume las 155 toneladas de
combustible que contiene, compuestas exclusivamente de oxigeno e hidrégeno
liquido.

Por cada tonelada de hidrégeno el Vulcain carga 5,2 toneladas de oxigeno.

Plantea y resuelve un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas que nos permita
saber la cantidad exacta de oxigeno e hidrégeno liquido que almacena en el motor.

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

i Por ejemplo, si llamamos g a las toneladas de hidrégeno e ¥ a las de oxigeno, §
i obtendremos las siguientes ecuaciones. :

Como almacena 155 toneladas en total, tenemos que: T-+% =155 .

Y porsoéro lado, ya que por cada tonelada de hidrégeno carga 5,2 de oxigeno:é
LY =047 :

: {:c+y =155
Por tanto el sistema nos queda | ¥ = 5,2'T

i Sustituimos la ¥ en la primera ecuacién, y nos queda

 T4520=150262r =155 s =2 = r =25

ESustituyendo en cualquiera de las dos ecuaciones (por ejemplo en la segunda),ﬁ
i obtenemos el valorde ¥ : :
 y=25,225=130

g z = 25 toneladas
' Por tanto | ¥ = 130 toneladas

..................................................................................................................................................

Ejercic/o reswuelto

45 de 52



Universidades Publicas
de Andalucia

Curso 2009/2010

Determine los coeficientes de la ecuacion
3r2—qzr+b=0 para que sus soluciones sean
los valores 3y -2.

IMostrar retroalimentacion|

NI HNHFEEE -
'

i Para que la ecuacién tenga como soluciones 3 y
i -2, al sustituir g por dichos valores en la:
g ecuacion, la igualdad debe cumplirse . Es decir:

2=3 :>332—a3-|—b—0 = 27-304h=0 2 -3a4b=-2 7g
£=-22 3(-2 -0 (-0 +b=0 3 124204+b=0 = ob=-12

| Por lo tanto, obtenemos un sistema de dos
i ecuaciones con dos incognitas:

-3a + b= -27
20 + b= —12

i Vamos a proceder a resolverlo por reduccién, i
i para lo que a la primera ecuacion le camblamos'
i el signo (multlpllcamos por -1) y le sumamos Ia
i segunda ecuacidn:

[Sa4b=-2 b= . _ _?
i { % 4b= -12=>{2a+b— -p7e=b=e=3

i De esta forma obtenemos la incégnita ¢ . Para: '
i obtener p{, sustituimos g en una de Ias
i ecuaciones y despejamos: :

—334b=-27=-94+b=—27=b=—18

EPor lo que la ecuacion tendria que tener Ia
forma: 322-32x-18=0 '

Para comprobar que el resultado es correcto, |
resolvemos la ecuacion de segundro grado.
Pero antes de aplicar la férmula que!
conocemos, vamos a simplificar dicha ecuacion |
ya que hemos observado que podemos d|V|d|r'
ambos miembros de la ecuacién entre 3, con Io
gue nos quedaria:

r2—2—-6=0
145 |

1TV 135 )&= g =3
= 9 T 1 =9= _1=5_ i
Tg="g =-2
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Ejercicio reswuelto

Curso 2011/2012

' Resuelva el sistema lineal:

3(x-2)-5y=4
4r-3(y—2)=3z48

IMostrar retroalimentacion|

Universidades Publicas
de Andalucia

.................................................................................... -
'

{El primer paso es quitar los paréntesis y
' simplificar las ecuaciones:

3x-6-5y=4 3;~.:-5y=m
4x-3y+6=3x+8 x-3y=2 |

i A continuacion, lo resolvemos por unos de Iosﬁ
i métodos vistos anteriormente, por ejemplo el
i de sustitucion. Despejamos la x de la segunda |
: ecuacion: ’

x=243y
Y sustituimos en la primera: :
| 3(2+43y)-5y=10—6+9y-5y=10—4y=4—y=1
Solo falta calcular el valor de y: |

x=2+3-1=5

'
L
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4. Apéndice

Como en temas anteriores, es muy importante que adquieras soltura en el célcglo, pero esta vez con
expresiones algebraicas y siempre teniendo en cuenta la notaciéon propia del Algebra. Todo esto se
consigue teniendo en cuenta unos principios fundamentales y practicando mucho. Por ello, te
ofrecemos a continuacion un pequefio esquema de lo que no debes olvidar y unos enlaces donde
encontraras ejercicios resueltos (para saber mas) para que adquieras soltura. Ademas puedes
amenizarlo todo con algunas curiosidades.

Irpoortante —

EXPRESIONES
ALGEBRAICAS
SIETEMAS DE —
IGUALDADES INECUACIONES ECUACIONES | i con
INCOOMTAS] REDUCEIOM
I \ S
muw DE PRIMER GRADO I DE SEGUMDO GRADD l IGUALACION
HJIIEI:IAII
CUADRADOS
CLADRADC DE LM
DIFERENCLA
Imagen de elaboracion propia |
B —
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4.1. Calculadora para trabajar con expresiones -
algebraicas Sl A

)

Photomath: Escanea problemas matematicas para un resultado instantaneo

Hoy con las nuevas tecnologias existen multitud de aplicaciones y programas que resuelven
ecuaciones y sistemas. Por su sencillez y por su rapidez os vamos a hablar de Photomath. Entre
una de sus grandes virtudes es que posee una aplicacion mévil, que utiliza la cdmara para escanear
las ecuaciones y los sistemas. En el siguiente video puedes ver cdmo funciona:

Usala para comprobar tus resultados y detectar tus errores, ya que no solo te ofrece la solucién sino
también el desarrollo. Procura no acostumbrarte a ella ya que en la prueba no se permite usar
dispositivos moviles.
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4.2. Curiosidades

i - - i
1 y Y

1

Imagen de elaboracién propia

T1-g- [T = s - - T -
- (T e « [T

Imagen de elaboracién propia
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4.3. Para saber mas
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