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1. Variable aleatoria

Sir Francis Galton fue un hombre polifacético y curioso que dedicé su vida al estudio de muy diversas
ramas de las ciencias tanto naturales como sociales. A él debemos, entre otros conceptos
matematicos, la definicién de correlacidn estadistica.

También aportd grandes ideas a la aun incipiente teoria sobre la probabilidad de finales del siglo XIX.
Por ejemplo, ided una maquina, que consiste basicamente en un conjunto de clavos o pequefios
cilindros distribuidos de forma triangular sobre un panel. Por la parte superior del triangulo se van
soltando bolitas que irdn sorteando los cilindros, cayendo hacia la derecha o izquierda de cada uno
de ellos, realizando recorridos que vendran condicionados por la probabilidad de caer a uno u otro
lado de los clavos que se vayan encontrando.

En el siguiente video puedes ver con mas claridad una maquina de Galton de grandes dimensiones, y
en qué consiste el experimento antes descrito.

Se puede apreciar que si, al impactar sobre cualquier clavo, la probabilidad de que una bola caiga
hacia un lado u otro es igual a 0.5, el perfil con el que se van repartiendo las bolas en las cajas que
hay en la parte inferior de la maquina, se distribuye de una forma muy similar cada una de las veces
que se repite el experimento. De hecho, esos perfiles se aproximan a la curva que aparece
representada en el cristal que recubre el aparato.

En este tema veremos que también se pueden asociar leyes y funciones a los experimentos
aleatorios. Como dice el matematico y divulgador de la ciencia Ian Stewart en su libro "Historia de
las matematicas", al igual que Newton y sus sucesores dejaron claro que las matematicas son una
magnifica herramienta para modelizar las regularidades de la naturaleza, la teoria de la probabilidad,
y su rama aplicada, la estadistica, lo son para dar leyes a las irregularidades tanto de la naturaleza
como del azar y multitud de fendmenos sociales.

Si quieres entender mejor la maquina de Galton y practicar con ella, haz clic en la siguiente imagen
que te llevara a una simulacion creada por el profesor Manuel Sada.
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1.1. Definicion

Es casi obligatorio jugar a los dados cuando se habla de probabilidad, de hecho se considera que el
origen de esta rama de las matematicas se encuentra en el deseo de encontrar reglas a este juego.

En la siguiente escena de GeoGebra creada por el profesor Jesus Fernandez, se simula el
lanzamiento de dos dados. Realiza varios lanzamientos y piensa un poco cudl serd el espacio
muestral que se obtiene.

GeaGebra

Ejercic/o reswuelto

¢Cual es el espacio muestral resultante del experimento de lanzar dos dados vy fijarnos
en sus caras superiores?

[Mostrar retroalimentacion|

______________________________________________________________________________________________

Seguro que has adivinado que el espacio muestral, si consideramos que no
distinguimos los dados, es:

E={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (3,3),
(3,4), (3,5), (3,6) (4,4), (4,5), (4,6), (5,5), (5,6), (6,6)}

______________________________________________________________________________________________

Del espacio muestral del ejercicio anterior vamos a fijarnos en la suma de los nimeros que aparecen
en los dados. A cada resultado obtenido le asociamos un nimero, la suma de las caras superiores. Si
han salido los nimeros 4 y 3, el suceso es (3, 4), y la suma seria 7.

A este tipo de aplicacidén se le denomina variable aleatoria.

Irpoortante —

Llamaremos variable aleatoria, X , a una aplicaciéon que asocia un nimero real a
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Corprueba o Jprerdic/o

Si X es la variable aleatoria que asocia la suma de las
caras superiores al experimento aleatorio de lanzar dos
dados, te pedimos que completes los huecos que
aparecen en las siguientes afirmaciones.

a) X(5,4) =[]
pyx([],[])=2
X3, 4)=x([],5=x],1=7

Imagen en Flickr de

Catwomancristi bajo CC

______________________________________________________________________________________________

' El ejercicio es sencillo, por ejemplo X(5, 4) = 9, ya que la suma de 5y 4 es 9. El
' resto de huecos no creemos que te cueste mucho completarlos.

______________________________________________________________________________________________

No todas las variables aleatorias se aplican a un juego de azar, otras actlan sobre estudios
estadisticos, por ejemplo, el tiempo de espera para una intervencidn quirurgica. Observa la noticia
del diario digital El Adelanto.com:

El Adelanto.com

El tiempo de espera medio para
una operacion se duplica en 2012

Salamanca, 19 de enero de 2013

4.489 pacientes aguardan a una imtervencion, 2.236 mis gue hace un
aiio

Eltiernpo medio de ecpera parauna mtervencion qungica v el mnmero de pacientes que
aguarda 3 ser operado sn Salamanea practicament e ¢ han duplicads enun afio

Imagen de elaboracién propia

El espacio muestral son los enfermos que se encuentran en lista de espera para una operacion, y la
variable aleatoria es la que asocia a cada enfermo el tiempo que tendran que esperar.

En este caso, los valores que toma la variable aleatoria pueden ser nimeros decimales, a
diferencia de la suma de la puntuacién obtenida al lanzar dos dados, que son niimeros enteros.

Irpoortante -
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Llamaremos variable aleatoria continua a la que toma valores en un intervalo de
numeros reales.

B — e
El lanzamiento de los dos dados corresponde a una variable aleatoria discreta, en tanto que el

tiempo de espera es de tipo continuo.

Este tema lo dedicaremos a las variables aleatorias discretas, dejando el siguiente para tratar las
continuas.

Corprueba o gprerdic/o

En las variables aleatorias que se enuncian a continuacién, elige si son continuas o
discretas , segun corresponda:

1. NUmero de pasajeros que han usado a lo largo de un dia cierta linea urbana de
autobuses.

(5] Sugerencia

Continua.

Discreta.
+ iIncorrecto!
i iCorrecto!
: Solution
1. Incorrecto
2. Opcio6n correcta
. Duracion de determinadas bombillas halégenas.
() Sugerencia

Continua.

Discreta.
' iCorrecto! ;
' ilncorrecto! 5
: Solution :
E 1. Opcién correcta :
i 2. Incorrecto E

3. Personas que viven en cada una de las casas de cierta urbanizacion.
() Sugerencia

Continua.
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______________________________________________________________________________________________

Solution

1. Incorrecto
2. Opcio6n correcta

.............................................................................................

N

. Tiempo de espera en una parada de autobus de una ruta interurbana.
(L) Sugerencia

Continua.
Discreta.
iCorrecto!
iIncorrecto!
: Solution
1. Opcidn correcta
2. Incorrecto

Para terminar, veamos qué tipo de variable aleatoria estd asociada a la maquina de Galton.

Presentacién de elaboracion propia
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1.2. Funcién de probabilidad y de distribucién >y 2

Si haces clic en la siguiente imagen puedes acceder a una escena de GeoGebra donde se simula el
experimento aleatorio del lanzamiento de dos dados y sumar los puntos obtenidos. La experiencia se
repite 500 veces, y se van viendo los lanzamientos, las variaciones de las frecuencias absolutas y
relativas, y los cambios en el diagrama de barras que corresponde a las frecuencias relativas.
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Imagen de elaboracién propia

Recuerda, la variable aleatoria relacionada con la experiencia anterior es la que asocia a cada
lanzamiento de dos dados, la suma de puntos. Dicha variable X toma los valores:

{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}
que corresponde a los valores que pueden tomar las sumas.

En los 500 lanzamientos de la imagen anterior la suma 7 salid 68 veces, lo que le hace corresponder
un frecuencia relativa de 0.14, en tanto que la suma 8 salid 79, por lo que tiene una frecuencia
relativa de 0.16.

Pero los datos anteriores son solo 500 lanzamientos. Si repetimos la escena, saldran otros valores
distintos, pero a nosotros nos interesan las probabilidades tedricas asociadas a cada uno de los
elementos de una variable aleatoria.

Irpoortante —

Llamaremos distribucion de una variable aleatoria discreta X al conjunto formado
por los valores que toma xé y las probabilidades de que ocurran cada uno de ellos

T -

Estas probabilidades, P; = P(szz') , también reciben el nombre de funcién de
probabilidad, y cumplen las siguientes propiedades:

1. Son siempre positivas, es decir Pz' 20 .

2. La suma de todas es igual a 1.

B —_ .

De la variable aleatoria del lanzamiento de dos dados, ya conocemos los :L‘z- (distintos valores que

8de38



pueden tomar las sumas de los dos dados). Ahora tenemos que calcular la funcién de probabilidad,
es decir, la probabilidad de que al lanzar dos dados, la suma de sus caras sea igual a xz‘:

p,= p(X = :r:z-)

Nos ayudaremos de la tabla siguiente.

112|3| 4
1{ 2|34 7
2| 3|4
3| 4 9
4 9110
5 91 10f 11
6 9 10] 11] 12

Aplicando la Ley de Laplace, casos favorables dividido entre casos posibles, obtenemos:

Vanre_s de la T. 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
variable 2

Frecuencias a;q,le 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
absolutas

P ili 1 2 4 4 2 1/2
robabilidad Pi:P(X:i?t‘) /36(2/36(3/36(4/36(5/36(6/36(5/36(4/36|3/36(2/36(1/26

Puedes comprobar que la suma de los P,i es igual a 1, y evidentemente todos son mayores que 0.

Ejercrc/o reswuelto

Realizamos el experimento aleatorio de lanzar tres
monedas al aire, y definimos la siguiente variable
aleatoria

X = "nUmero de caras que obtenemos".

Contesta a las siguientes cuestiones:

a. Describe los valores x-;‘ que puede tomar la
variable X .

b. Determina el espacio muestral, E.

Imagen en Flickr de

c. Calcula la funcion de probabilidad,

b= p(X = x,’) , de la variable X .

Jason Rogers bajo CC

[Mostrar retroalimentacion|

..............................................................................................

' a. Posibles valores de X son £1=0, £3=1 29=2 4 £,=3 &5 decir,
10, 1, 2 0 3 caras respectivamente.

' b. El espacio muestral obtenido al lanzar las tres monedas es:
' E = {CCC, CCX, CXC, XCC, XXC, XCX, CXX, XXX}

' c. Para calcular la funcién de probabilidad, p(X=:cz-) , de la variable, debemosi
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D X = Lo =1 cuando ocurre el suceso {XXC, XCX, CXX}.
X= La= 2 cuando ocurre el suceso {CCX, CXC, XCC}.

X= Lga= 3 cuando ocurre el suceso {CcCcC?}.

Por tanto, la funcién de probabilidad es:
| 1
! plzp(szl):p(X=O)=

:

i 3

- py=p(X =2,)=p(X =1)=§=0,375
3
8

0,125

: pPy= p(X = ‘7;3) = p(_X = 2) 0,375

: 1
 pa=p(X=1z,)=p(X=3)=5=0,125

_______________________________________________________________________________________________

\.

[rportarte

En una variable aleatoria discreta X , definiremos la funcion de distribucion
asociada a ella como

F(z)=p(X <)

que asocia a cada numero 1 , la probabilidad acumulada hasta él.
B — .

Las funciones de distribucién de una variable aleatoria discreta son funciones definidas a trozos,
donde los intervalos de definicidon de la funcion estan comprendidos entre dos valores consecutivos

de X .

Por ejemplo, en el caso del lanzamiento de las tres monedas que hemos visto anteriormente, como
X =140, 1, 2, 3}, los intervalos seran [0, 1), [1, 2), [2, 3) y [3, +0).

@ En [0, 1) la funcién tomara el valor correspondiente a una probabilidad de que X sea menor
que 1, es decir:

F(z)=p(X <1)=p(X =0)=0,125
@ En [1, 2) la funcién sera igual a la probabilidad de que X sea menor que 2, es decir:
F(x) = p(X < 2) = p(X = 0)+p(X = l) =0,12540,375=0,5
e En [2, 3):
F(x) = p(X < 3) = p(X = 0)+p(X = 1)+p(X = 2) =0,12540,375+0,375=0,875
@ En [3, +00):
F(z) = p(X = 0)+p(X =1)+p(X =2)+p(X =3)=0,125+0,375+0,375+0,125 = 1

La grafica y expresidn analitica de la funcion serian las siguientes:
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J 0.125 = 1
0.5 11 <2
164 Fl..!'}l — 1 A {I :

T T

0 1 2 3

Imagen de elaboracién propia

s

En el siguiente video se hace un buen resumen de todos los conceptos estudiados hasta ahora de
variable aleatoria. Esta en gallego, pero se entiende con claridad.
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1.3. Parametros ?'yl Zae)

Como hemos podido ver en el apartado anterior, una distribucién de
probabilidad de una variable aleatoria discreta no es mas que una
idealizacién de una distribucién estadistica donde la funcién de
probabilidad juega el papel de las frecuencias relativas.

Por ejemplo, en la simulacién del lanzamiento repetido 500 veces de
dos dados, obtuvimos que la frecuencia relativa de 8 era 0.16, en tanto
que dedujimos que la funcion de probabilidad de 8 es

p(X =8)=7%=0138

Al igual que ocurria con la distribuciones estadisticas, podemos hallar

. los parametros de las distribuciones de probabilidad.
Imagen en Flickr
de Jordan Lloyd bajo CC

/rpoortante —

Cualquier variable aleatoria discreta X , que toma valores ¥ 1=1-4n y con
funcién de probabilidad P.= p(X = ) , tiene asociado los siguientes parametros:
4 t

n
Media o esperanza matematica: pzzx. P También se representa como
~ Tty
=
B(X) .
n
Varianza: 02225;2 P — #2 . Se representa también como VGT(-X) 0
= 2 2
C—
V(X) .

Desviacién tipica: o — /g2 . Llamada también DT(X) .

I

-

Estos parametros son similares a los de un estudio estadistico, es decir, la esperanza se corresponde

con la media y es una medida de centralizacidn de la distribucién de probabilidad, en tanto que la
desviacion tipica lo es de la dispersién.

Ejercicro reswuelto

Calcula los parametros de la variable aleatoria asociada al experimento del
lanzamiento de dos dados y sumar sus caras superiores.

Como ayuda te aportamos una tabla con las funciones de probabilidad y algunas
columnas mas que te facilitaran los calculos.
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3| 0056 0,167 0,500
i 0083 0,233 1,333
s| o111 055 2,778
L] 0,129 0,843 2,000
7| 0167 1167 8,167
& 139 1,111 8,889
s o111 1,000 9,000
10| o083 0,833 8,323
11 056 0,611 6,722
12| o028 0,333 4,000|
7,000 54,833

Imagen de elaboracion propia

IMostrar retroalimentacion|

______________________________________________________________________________________________

La suma de los x'i-p'é es igual a 7, lo que corresponde a la esperanza
matematica: & =
:c2

 La varianza es igual a la suma obtenida en la columna 2 .pi, menos la

» esperanza al cuadrado. Es decir 02 =54.83-49=5.83

' Por Gltimo, la desviacidn tipica es la raiz cuadrada de la varianza. Por tanto

' o =v5.83 =241 i

______________________________________________________________________________________________

En este video del canal de juanmemol puedes ver de forma detallada cémo se calculan todos los
parametros de una funcion de probabilidad asociada a una variable aleatoria discreta.
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2. Distribucion Binomial sl AR

A

o))

¢Distribucion bino... qué?

Si, has leido bien, distribucion binomial. Ese es el nombre de la variable aleatoria discreta mas

basica y conocida. Y no le faltan méritos para que sea asi, ya que modeliza experimentos y
situaciones de muy diversas procedencias.

Por ejemplo, qué tienen en comun lanzar tres monedas al aire y saber la probabilidad de obtener dos

cruces, o dejar caer una bola en una maquina de Galton de tres alturas y estudiar la probabilidad de
que la bola vaya dos veces a la izquierda y una a la derecha.

GeaGebro

Escena de Geogebra

GeaGebra
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Escena de Geogebra

¢Y qué tienen que ver esas situaciones con la probabilidad de que solo dos de los tres huevos
puestos por un ave eclosionen?

En todas esas experiencias se repite una eleccidon entre dos opciones: cara o cruz, izquierda o
derecha, que eclosione o no el huevo. Y de ahi el término binomial, de tener que elegir entre dos
opciones.

Exito o fracaso, gue entre o no la pelota, que sea nifio o niNa... La binomial estd presente en
nuestras vidas mas de lo que podemos imaginar.
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2.1. Distribucién Bernouilli iadh A

Rafael es investigador en la Estacion Bioldgica de Dofiana desde hace mas de veinte afios. La mayor
parte de su tiempo y esfuerzo los ha dedicado a estudiar todos los factores relacionados con los
procesos de reproduccién de estas aves. Simplificando mucho el trabajo que realiza, lo que hace es
mas o menos lo que simula la siguiente escena de GeoGebra:

GeaGebro

Rafael considera un éxito que un huevo llegue a eclosionar, y un fracaso todo lo contrario. Si
repetimos muchas veces la simulacidén anterior, podemos ver que la probabilidad de que un huevo

eclosione es de 0.66. Es la conclusién a la que ha llegado él después de todos esos afios de observar
y apuntar miles de nidos y puestas.

Conocer esa probabilidad le servird para saber con bastante aproximacion cuantos pollos de anade
real tendran la oportunidad de salir sanos de su cascarén, en la proxima primavera.

Lanzar una moneda al aire, lado hacia el que caera la bola en cada clavo de una maquina de Galton,
futuro de un huevo de anade. Todas las experiencias anteriores tienen caracteristicas comunes: sus
resultados son solo dos posibles y cada vez que las repetimos la probabilidad de cada unos de ellos
es la misma e independiente del resultado obtenido en experiencias anteriores.

/rrpoortante —

Llamaremos distribucion de Bernouilli a una variable aleatoria discreta que solo
puede tomar dos valores: Oy 1.

En general el éxito se asocia con 1 y el fracaso con 0.

Se suele denotar como Be(p), donde P(X=1)=P es la probabilidad del éxito y
P(X = 0) =g=1-p Ia del fracaso.

Sus parametros son:

Esperanza matematica: M = E(X) =pr
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En la experiencia de lanzar la moneda, podemos considerar el éxito como sacar cruz, por tanto
p=0.5y la distribucion serd Be(0.5).

De igual manera, en la experiencia de hacia qué lado caera la bola en un clavo de la maquina de
Galton, podemos considerar éxito que caiga hacia la izquierda, p=0.5 y estaremos también en una
Be(0.5).

Corprueba o Jpreraic/o

La variable aleatoria definida por la experiencia de tomar un huevo de anade real y
asociar éxito a que llegue a eclosionar y fracaso a que no lo haga, es del tipo
Bernouilli.

Completa las siguientes frases:

Es una Bernouilli del tipo Be( |:| ).
px=0)=[___J.
La varianza es igual a |:| .

P m e e e e e e e e e e e e e e

Ejercrc/o reswuelto

Una urna contiene 2 bolas amarillas y 6 bolas blancas.
Introducimos la mano en ella y sacamos una bola.
Vemos si es amarilla y la introducimos de nuevo en la
urna.

¢Es un experimento de tipo Bernouilli? En caso
afirmativo, écual seria el éxito y cual el fracaso?

¢Cual es la probabilidad de sacar una bola amarilla? ¢y
de sacar una blanca?

Imagen en Flickr
de Nina bajo CC

[Mostrar retroalimentacion|

______________________________________________________________________________________________
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probabilidad de obtener éxito. Vamos a obtener ese valor:

p("sacar una bola amarilla") = 2/8 = 0.25 = p(éxito)

Asi, estamos ante una distribucién: Be(0.25)

p("sacar bola amarilla") = p(éxito) = p(X=1) = 0.25

p("sacar bola blanca") = p(Fracaso) = p(X=0) = 1 - 0.25 = 0.75

Corprueba o gprerdic/o

Indica en cada una de las situaciones siguientes cual es la respuesta correcta:

1. Estamos realizando un control de calidad y tenemos un lote de tornillos fabricados
por una maquina de la que sabemos que produce un 3 % de tornillos defectuosos.
Realizamos la experiencia de elegir un tornillo al azar del lote.

No es una distribucion Bernouilli ya que la probabilidad de éxito, que el tornillo
sea defectuoso, es muy baja.

Cumple todas las condiciones para ser Bernouilli. Solo hay dos opciones: éxito
(que el tornillo sea defectuoso) y fracaso (que no lo sea), o viceversa.

No es Bernouilli ya que éxito seria que no fuese defectuoso.

______________________________________________________________________________________________

..............................................................................................

______________________________________________________________________________________________

..............................................................................................

______________________________________________________________________________________________

 No es correcta tu eleccién, la etiqueta éxito es completamente independiente de lo !
' que se considere éxito en el contexto de la experiencia. De hecho, éxito y fracaso
' son etiquetas completamente intercambiables. E

______________________________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________________________

Solution

1. Incorrecto
2. Opcidn correcta
3. Incorrecto

______________________________________________________________________________________________

2. En una asignatura hay 24 estudiantes matriculados. Al final del curso han
suspendido 6 alumnos. Se elige un alumno al azar y nos preguntamos por la
probabilidad de que haya aprobado.

No es Bernouilli, ya que al repetir la experiencia, la probabilidad de que el
alumno haya aprobado esta condicionada por el tipo de alumno que se ha elegido
en la primera extraccion.

Es Bernouilli ya que el éxito es aprobar y el fracaso es suspender.

No es Bernouilli, porque para que sea de este tipo de distribucion las
probabilidades de éxito y fracaso deben ser iguales a 0.5.

______________________________________________________________________________________________

' Has elegido la opcion correcta, ya que la probabilidad tanto de éxito como de!
' fracaso van variando en las sucesivas elecciones de alumnos. !

..............................................................................................
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 No es correcto. Aunque es cierto que no es Bernouilli, no es ese el motivo. En:
' absoluto en una Bernouilli las probabilidades de éxito y fracaso deben ser iguales. !
+ Por ejemplo, el caso de los huevos de las dnades reales. i

______________________________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________________________

Solution

2. Incorrecto

1. Opcioén correcta !
3. Incorrecto
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2.2. Numeros combinatorios

¢En una maquina de Galton de tres alturas, cuantos son los recorridos posibles en los que la bola cae
dos veces a la izquierda y una a la derecha?

r'y

Son tres y podriamos sintetizarlos como I-I-D, I-D-I y D-I-I. Expresado de otro modo, que las dos
izquierdas sean en los pasos 12, 13 6 23.

Imagenes de elaboracién propia

¢De cuantas formas nos pueden salir dos cruces si lanzamos tres monedas?

Imagenes de elaboraciéon propia

¢Qué casualidad, también son tres? Y podriamos representarlos de forma esquematica como XXC,
XCX y CXX. O en funcion del lugar que ocupan las cruces: 12, 13 y 23.

Se repite el esquema de la maquina de Galton.

En el caso de que fuera una maquina de cuatro alturas y nos hiciéramos la misma pregunta,
écuantos son los recorridos posibles en los que la bola cae dos veces a la izquierda y dos a la
derecha?, tendriamos las siguientes posibilidades:

IIDD|IDID|IDDI|DIID|DIDI|DDII
12 (13 |14 |23 (24 | 34

Es decir, 6 recorridos. Si nos fijamos en la fila inferior, hemos escrito todas las formas posibles de
agrupar 4 nimeros de 2 en 2.

Ejercicio reswuelto

Lanzamos cinco monedas al aire y nos preguntamos de cuantas formas nos pueden
salir dos cruces.

[Mostrar retroalimentacion|

______________________________________________________________________________________________

El truco estd en ser ordenados e ir escribiendo, por ejemplo, en primer lugar las:
+ dos cruces y después permutar las posiciones. 5

XXCCC, XCXCC, XCCXC, XCCCX, CXXCC, CXCXC, CXCCX, CCXXC, CCXCX, cCcCXX.

______________________________________________________________________________________________
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Si escribimos las 10 posibles formas de que salgan 2 cruces al lanzar 5 monedas, en funcion del
lugar que ocupan, nos quedaria: 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35 y 45. Que no son mas que todas
las formas posibles de agrupar 5 nimeros tomados de 2 en 2.

Hasta ahora hemos hallado "las formas de agrupar m nimeros tomados de n en n", a mano.
Pero si n y m son grandes, esa labor puede ser tediosa y casi agotadora.

Inpoortarite —

Llamaremos combinaciones de m elementos tomados de n en n al nimero de
agrupaciones posibles de esos m elementos formadas por n de ellos.

n m - 9 i
Las denotaremos como Cm,'n , C'm 0 \ 7 j . A esta ultima expresion también
se le lama namero combinatorio de m sobre n.

Calcularemos el nimero de combinaciones de m elementos tomados de n en n,

usando la siguiente férmula:
(m) _ m!
n/) " nl (m—n)

Donde se denomina factorial de m, y se calcula como
mr?m

- (m-2)-..-2-1

Apliquemos las definiciones anteriores a las posibles formas de
obtener 2 cruces al lanzar 5 monedas. Ya sabemos que son 10,
e incluso las hemos descrito:

12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35y 45

Pero vamos a usar los nimeros combinatorios para hallar su
numero.

Lo que queremos calcular es el numero de formas en que
podemos agrupar 5 elementos tomados de 2 en 2, es decir

o2

5 5! 54321 _5-4321_ ., imagen en Fick de_
n —2| (5 2)|— or. 31 =n.1.3:3:] — Leo Reynolds bajo

iUf, qué lio! Menos mal que las nuevas tecnologias nos alivian de la tediosa y pesada carga de
factoriales y multiplicaciones.

Por ejemplo, con una calculadora cientifica de las actuales es posible hallar el factorial de un nimero
o calcular nUmeros combinatorios. En las imagenes inferiores se puede apreciar como calcular §! o

9
(4) con la fx-82ES de Cassio.
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Imagenes de elaboracién propia

Ejercic/o reswuelto

En una carrera participan 11 corredores, y se entregan 100 euros a los tres primeros
clasificados. ¢Cuantos repartos distintos podrian hacerse?

I[Mostrar retroalimentacién|
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Si haces clic en la siguiente imagen podras acceder una la pagina del Proyecto Descartes del MECD
con escenas que permiten calcular facilmente factoriales de nimeros y nimeros combinatorios.

| "\ RINTEA T TFTERAET A: COMABIMATORH AL
‘ceCartes
3D

2. FACTORIAL. MUMERD: DDMBEINATORIO

liwtiai TaaDbaiaal du Lo Simiarn nstul s il fad il pesedits e Dk i ¢ e i
[F]

[ =h

Imagen de elaboracién propia

Relflexions

En una clase de 24 estudiantes queremos seleccionar un grupo de seis para que
representen a la clase en un concurso de elaboracién de figuras geométricas, que se
realizara en el Instituto con motivo de la semana de la ciencia.
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siempre a ellos?

[Mostrar retroalimentacion|

______________________________________________________________________________________________

ra) Se trata de combinaciones de 24 elementos (estudiantes) tomados de 6 en 6.

' Es decir: |
! {24\ 240 :

' 134,596 maneras de formar el grupo. !

' b) Si ahora consideramos que esa alumna debe estar de manera fija, nos quedard :
»una clase con 23 elementos (estudiantes) y queremos tomarlos de 5 en 5 (porque :
' al estar la alumna, ya formaria grupo de 6)

Es decir:
i _(23\__ 23

' 33.649 maneras de formar el grupo.

______________________________________________________________________________________________

Cornprueba o Jrreraic/o

Realiza las siguientes actividades. Puedes optar por hacerlas con la calculadora o con
las escenas de Descartes, pero seria interesante que previamente reforzaras los
cdlculos de factoriales y nimeros combinatorios con boligrafo y papel.

Una vez realizada deberas elegir, en cada caso, una de las tres opciones propuestas:
1. 10! =

100
1.000.000
3.628.800

______________________________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________________________

' Solution
1. Incorrecto !
2. Incorrecto
3. Opcidn correcta

______________________________________________________________________________________________
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' No es correcto. Revisa tus calculos y prueba otra vez. ;
' Has elegido la opcion correcta. ;

Solution

2. Opcidn correcta

1. Incorrecto
3. Incorrecto

3. Tenemos cuatro botes de pintura cada uno de un color: azul, blanco, rojo y verde.
¢Cuantas mezclas de pinturas de 2 colores podemos hacer?

() Sugerencia

&

(2) =6 mezclas.
4

(2) =6 mezclas.

2
(4) =6 mezclas.

No es correcto. Revisa tus célculos y prueba otra vez.

' El nimero de mezclas que podemos hacer si coincide pero el nimero combinatorio |
' no. !

Has elegido la opcidn correcta.

Combinaciones de 4 colores tomados de 2 en 2.

No es correcto.
El nUmero de mezclas si coincide, pero el nimero combinatorio no.
Solution

1. Incorrecto
2. Opcidn correcta
3. Incorrecto

(©)-()+D)-6)

() Sugerencia

h &

1.000.000

______________________________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________________________

_____________________________________________________________________________________________
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i 1. Incorrecto
E 2. Incorrecto
5 3. Opcidn correcta

..............................................................................................
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2.3. Binomial iadh AR

A Rafael, el investigador de la Estacién Bioldgica de Dofiana se le plantea el siguiente problema, de
los diez huevos que han tenido Daisy y Donald este afo, écuantos polluelos saldran adelante? éiqué
probabilidad hay de que, como ocurrié el afio pasado, al menos ocho eclosionen?

Recuerda, los estudios de Rafael han llegado a la conclusion de que la probabilidad de que un huevo
eclosione es de 0.66.

Vamos a ayudar a Rafael.

En primer lugar vamos a estudiar cual es la probabilidad de que de los 10 huevos, solo
eclosionen 8. Empezaremos numerando los huevos del 1 al 10, y viendo de cuantas maneras puede
ocurrir lo anterior. La siguiente escena nos puede ayudar.

GeaGebre

Puedes ver que las diferentes formas en que puedes eclosionar 8 de los 10 huevos anteriores no son
mas que las combinaciones de 10 elementos tomados de 8 en 8. Es decir:

cP=(D)=dm=42=-4

Es decir, 45 formas diferentes de que eclosionen 8 y 2 no.

La probabilidad de cada una de esas formas diferentes es igual a (.668 - 0.342 , ya que el que
cada huevo eclosione o0 no, es independiente de que lo hagan los demas.

Por tanto, la probabilidad de que 8 de los 10 huevos eclosionen sera igual a:

8

De la misma manera podemos ir calculando la probabilidad de que eclosionen O, 1, 2,..., 7 huevos. Y
asi sabremos cual es la probabilidad de que al menos 8 lo hagan.

p(X =8)= (10) .0.668 - 0.342 = 45 0.036 0.115 = 0.187

A una distribucidén con caracteristicas similares a las situaciones que hemos planteado con la eclosion
de los huevos, el lanzamiento de las monedas o la maquina de Galton se la denomina Binomial.

/rpoortante —

Diremos que una distribucion X es binomial, si cumple las siguientes
caracteristicas.

1. Es un experimento aleatorio que se repite n veces de modo independiente.

2. Cada vez que se realiza el experimento solo pueden darse dos sucesos al estilo
de la Bernouilli, éxito o fracaso.

3. La suma de las probabilidades del éxito y fracaso debe ser 1. Normalmente p
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Su funcion de probabilidad es:

_ _ (" n—k
px=k = (3)r*(-p)
Donde k es el nimero de éxitos de los queremos conocer la probabilidad. Por tanto

k puede tomar los valores 0, 1, 2,..., n.

I — T T—

Ejercic/io reswuelto

Termina de ayudar a Rafael, el investigador de Dofiana, y halla las sucesivas
probabilidades de que eclosionen 0, 1, 2,... y 7 huevos. Para terminar, halla la
probabilidad de que eclosionen al menos 8 huevos.

Esta claro que estamos antes una B(10, 0.66).

[Mostrar retroalimentacion|

..............................................................................................

' Te ayudaremos a calcular dos de las probabilidades que se piden, el resto tendrés :
: que hacerlas tu.

Hallaremos la probabilidad de que eclosionen 2 y 6 huevos.

p(X=2) = (120)-0.662-(0.34)8 = 45-0.435-0.0001 = 0.0035

p(X=6) = (160)-0.666-(0.34)4 = 210-0.189-0.013 = 0.2319

' La suma que se nos pide es P(X < 8) =0.9035

______________________________________________________________________________________________

Vamos a estudiar las probabilidades de una maquina de Galton de 8 alturas.

o 1 2 2 <t =] -] 7 2
Imagen de elaboracién propia
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Repasemos si cumple las condiciones para ser una distribuciéon binomial. El experimento se repite 8
veces y son independientes, los resultados son izquierda (éxito) o derecha (fracaso) y la suma de
sus probabilidades es 1, ya que ambos tienen probabilidad 0.5.

Estamos ante una distribucion X, binomial B(8, 0.5).

Calcularemos P(X o k) , es decir que la bola en su recorrido haya ido %k veces a la izquierda
Yy 8—k veces a la derecha, donde k =0,1,..., 8.

p(X =0 = (g)-o.50-0.58 =1-1-0.0039 = 0.0039

px =1 = (8)051.057=80500078=0.0312

p(X=2) = (g)-o.sz-o.ss —0.1094
p(x=3) = (§)053.055=0.2188
p(X=4) = )054054 0.2734
8).0.55.053 —
$)0.5505% =0.2188
8
6

p(X =6) = ) 0.56.0.52=0.1094

(8
(4
px=5) = (
(
p(x=7) = (§)057.051=00312
p(X=8) = (g)-o.s&o.so =0.0039

Si construimos una tabla con las funciones de probabilidad, obtendremos la siguiente grafica.

2 a - £ e

Imagen de elaboracién propia

Se puede apreciar que la grafica es simétrica y se concentra en la probabilidad de 4 izquierdas y 4
derechas. éRecuerdas como se distribuian las bolas en las diferentes repeticiones de la maquina de
Galton en el video del principio del tema?

Corprueba o Jpreraic/o

Se lanzan 8 monedas al aire, y queremos saber cudl es la probabilidad de obtener
mas de 3 cruces.

Completa los siguientes espacios en blanco para dar una solucién al problema
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La variable aleatoria es una | |, ya que el
lanzamiento de una moneda se repite |:| veces, y son
experimentos | | . Los

resultados que se obtienen son cruz ( ) o
|:| (fracaso), con probabilidad igual a cada

uno de ellos, por tanto su suma es |:| .

Por lo que estamos ante un variable X donde n = D y p  Imagen de elaboracién propia
= |:| . Es decir, del mismo tipo que la experiencia de
Galton anterior.

Queremos calcular p(X D 3). Podriamos ir sumando los valores de la funcidén de
| | que hallamos en la maquina de Galton, pero es mas corto
hacer lo siguiente.

Los sucesos "obtener mds de 3 cruces" y "obtener 3 o menos cruces" son
complementarios, por tanto la suma de sus probabilidades es 1.

Entonces p(X>3) = |:| -p(X=3) =1-(p(X= )+p(X=1)+p(X=2) ) = 1 (0.0039 +
[ ]+0.1094) = 1-0.1445 = .

En la siguiente escena de Geogebra podemos calcular probabilidades de una distribucidon binomial de
una manera simple. Basta con que demos los valores p, n y k correspondientes.

GeaGebra
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Corprueba o gpureraic/o

En todos los apartados de este ejercicio consideraremos que tenemos una distribucion
binomial, B(5;0.2)

Con la ayuda de la escena anterior, o bien realizando los calculos de manera manual,

calcula las probabilidades indicadas y selecciona Verdadero o Falso segun
corresponda.

1. p(X=3)= 0,0512
() Sugerencia

© Verdadero © Falso

______________________________________________________________________________________________

Verdadero

' Es Verdadero.

' Basta configurar en la escena los siguientes valores: p=0,2; n=5y k=3.

..............................................................................................

2. p(X=6)= 0,4

© Verdadero © Falso

______________________________________________________________________________________________

' Falso
Es falso.

. iNo se puede calcular, porque es imposible obtener k=6 éxitos al realizar n=5
' experimentos!

______________________________________________________________________________________________

3. p(X<3)=0,72
() Sugerencia

© Verdadero © Falso
' Falso
' Es falso.

+ Por definicion de Funcion de Distribucion de una variable aleatoria discreta:
 tenemos que: "la probabilidad de que X sea menor o igual que 3 es igual a la suma !
' de las probabilidades de los valores menores o iguales que 3", es decir,

| P(X<3)= P(X=3) + P(X=2) + P(X=1) + P(X=0) = 0,0512 + 0,2048 + 0,4096 + !
1 0,32768 = 0,99328 .

______________________________________________________________________________________________

{ .
Inpoortante —

Si X es una variable aleatoria binomial, B(n,p), tendremos que:
Su esperanza matematica o media es & = E(X) =N

La varianza es o'2=Var(X)=n “Pq
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En el siguiente video del canal de juanmemol puedes ver cémo hallar la esperanza y la desviacion
tipica de una variable aleatoria binomial:
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3. Apéndice

Tras un primer tema dedicado al calculo de probabilidades, en este se ha introducido la idea de
variable aleatoria y en concreto se ha desarrollado el de variable discreta. Este concepto junto con
los de funciéon de probabilidad y distribucién implican un intento de sistematizar y formalizar la

probabilidad.

Los casos mas basicos y conocidos de variables aleatorias discretas son la Bernouilli y su hermana
mayor, la Binomial. A conocerlas y presentar ejemplos que se distribuyen segin ellas esta dedicada

la mayoria de los contenidos del tema.

Una herramienta necesaria para hallar la probabilidad de experimentos aleatorios que se ajustan a la
binomial es la de los niumeros combinatorios, por lo que hay un apartado donde se desarrollan de
una manera cercana y bésica.

/rrpoortante

En el siguiente mapa conceptual se trazan las lineas fundamentales de los conceptos

que se han tratado a lo largo del tema.

P =p(X=x,}

p =0

o=t

Variables aleatoriﬂ Toma valores en

discretas

ndmeros enteros

Funcion de

probabilidad

ey
Distribucidn
Bernouilli

Be(p)
p(X=1)=p éxito

q=1-p=p(X=0) fracaso

Esperanza u= Y x,-p,

Parametros || varianza s=Fx7-p,-u

Desviacion tipica o=+

[n]=“7| Nimeros —| Blnomlall
m) (n-mi-m! || combinatorios

pix=k)=%

B(n,p)
n, nimera repeticiones
n

k

-pt-(1-p)"*

Imagen de elaboracidon propia. Haz clic en ella para ampliar
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3.1. Recursos oL | re)
Existen multitud de herramientas informaticas que nos facilitan los calculos necesarios para hallar

probabilidades de la distribucidon binomial, sobre todo en lo referente a las operaciones tan pesadas
con los nimeros combinatorios.

o))

Con GeoGebra también es posible hallar probabilidades de la binomial:

Calculo de |
distribucion bin
con GeoGebr

1of7

Por ultimo, todas las hojas de calculo incluyen férmulas que facilitan el calculo de probabilidades de

las diferentes variables aleatorias. En la imagen inferior podemos ver la férmula y el resultado de la
probabilidad usando la correspondiente funcién de Excel.

Fuente e Alineacion fa
v_g'} Jx | =DISTR.BINOM(8;15;0,72;FALSO)
P | ¢ | 0 | E | F G
0,06270681

Imagen de elaboracién propia

La binomial es B(15, 0.72), y con la funcién DISTR:BINOM se ha calculado P(X=8) . El ultimo
parametro es FALSO, para indicar que se pide solo la probabilidad de 8, no la acumulada hasta 8.
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3.2. Curiosidades

Curiosiclac!

Los numeros combinatorios tienen una larga
historia. Ya, hacia 950, en un libro indio llamado
Chandas Sastra, se los menciona.

También los utiliza el matematico suizo Jacobo
Bernouilli en el considerado primer tratado
moderno sobre probabilidad, su libro Ars
Conjectandi, escrito en 1713.

La distribuciéon que hemos estudiado en este tema,
debe su nombre a Jacobo. Es necesario dar su
nombre, ya que los Bernouilli son una de las sagas
familiares mas importantes y creadoras en lo que
se refiere a la historia de las matematicas.

Los nimeros combinatorios son los que componen
el famoso Triangulo de Pascal, que llevan ese
nombre porque fue estudiado por el matematico
francés Blaise Pascal, aunque era conocido desde

Imagen en Wikimedia Commons de
Materialscientist bajo Dominio Plblico

mucho antes.

Ese famoso triangulo también es conocido como de Tartaglia, conocido matematico
italiano del siglo XVI.

Los componentes de ese tridangulo aparecen no solo en el estudio de la distribucion
binomial, por ejemplo, también estan presentes en el desarrollo del binomio de
Newton.

Como podemos ver, los nimeros combinatorios y el triangulo de Pascal dan para una
novela o para un cuento para pensar:
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Dos a la izqu

uno a la dere
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3.3. Para saber mas in =\

FPara saber rmas

La siguiente presentacion resume con claridad los aspectos mas importantes
relacionados con la distribucién binomial:

Terminamos con una relacion de enlaces con los que podras repasar y ampliar muchos
de los contenidos tratados en el tema:

¢ Probabilidad y parametros de la binomial.
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Aviso legal iadh, AR

Aviso Legal

El presente texto (en adelante, el "Aviso Legal ") regula el acceso y el uso de los contenidos desde los que
se enlaza. La utilizacion de estos contenidos atribuye la condicién de usuario del mismo (en adelante, e
"Usuario ") e implica la aceptacion plena y sin reservas de todas y cada una de las disposiciones incluidas
en este Aviso Legal publicado en el momento de acceso al sitio web. Tal y como se explica mas adelante
la autoria de estos materiales corresponde a un trabajo de la Comunidad Auténoma Andaluza,

Consejeria de Educacion (en adelante Consejeriade  Educacion ).

Con el fin de mejorar las prestaciones de los contenidos ofrecidos, la Consejeria de Educacion se reserve
el derecho, en cualquier momento, de forma unilateral y sin previa notificacion al usuario, a modificar
ampliar o suspender temporalmente la presentacion, configuracién, especificaciones técnicas y servicios
del sitio web que da soporte a los contenidos educativos objeto del presente Aviso Legal. Er
consecuencia, se recomienda al Usuario que lea atentamente el presente Aviso Legal en el momento que
acceda al referido sitio web, ya que dicho Aviso puede ser modificado en cualquier momento, de

conformidad con lo expuesto anteriormente.

Régimen de Propiedad Intelectual e Industrial sobre los contenidos del sitio web.
Imagen corporativa. Todas las marcas, logotipos o signos distintivos de cualquier clase, relacionados
con la imagen corporativa de la Consejeria de Educacion que ofrece el contenido, son propiedad de le
misma y se distribuyen de forma particular segun las especificaciones propias establecidas por le

normativa existente al efecto.
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