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1. El concepto de integral

Si tenemos una figura, uno de los procesos que podemos realizar es trazar las rectas tangentes a la misma
en cada punto. Este seria un proceso hacia adelante. Pero también existe el proceso inverso, que es trazar
una figura conociendo todas las rectas tangentes a la misma. Este proceso lo puedes ver en la ventana
interactiva que aparece mas abajo en la que se genera la figura Cardioide a partir de sus tangentes. Para
ello solamente debes mover el punto rojo alrededor de la circunferencia.

Te recordamos que la interpretacion geométrica de la derivada de una funcion es la pendiente de la recta
tangente en cada punto. Conociendo estas rectas tangentes épodemos conocer la funcién a la que son
tangentes? es decir, conociendo la derivada de una funcidén, ¢podemos conocer la funcion de la que
proviene?

(Desliza el punto rojo por la circunferencia)

Escena de Mariano Real Pérez alojada en Geogebra. Licencia CC.


https://ggbm.at/mCJZnTSV
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
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1.1. Origenes del calculo integral

Histéricamente, la nocion de integral es anterior a la de derivada. Esta surge al intentar calcular el area de
ciertas figuras.

Arquimedes fue el primero que da una cierta aproximacién de como calcular el area que se encuentra bajo
una cierta curva mediante su método de exhauciéon, método que consistia, basicamente, en inscribir y
circunscribir poligonales en la curva o recinto en cuestion. Estas eran cada vez mas cercanas y calculaba
las areas de estas poligonales como aproximacion de la superficie inicial.

El calculo integral toma un gran impulso con Newton y Leibniz en el siglo XVIII. Estos matematicos geniales
son considerados los padres del célculo integral.

A pesar de este gran impulso que recibe el célculo integral no se resuelve totalmente el problema hasta un
siglo mas tarde con Cauchy y Riemann.

Video de EduMates alojado en YouTube

Para acercarnos a la idea que expone el método de exhaucién te proponemos el siguiente applet de
Geogebra.

A través de la siguiente imagen puedes acceder a una simulacién en la que ver como se utiliza el método
de exhaucion y como se puede aproximar por defecto y por exceso el area delimitada por una funcion, el
eje de abscisas y dos ordenadas ay b.


https://youtu.be/nom1GxrGx8U
https://www.youtube.com/watch?v=nom1GxrGx8U

Suma superior = 17 52
Suma inferior = 14 73

Integral = 16 07

Escena de matematicafpu alojada en Geobegra. Licencia CC


https://ggbm.at/c84e8qdk
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

2. Primitiva de una funcion A AR
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Comenzamos esta parte recordando un poco las derivadas. Para ello, mas abajo, hemos incluido una
ventana interactiva con la que puedes recordar las derivadas de las funciones mas comunes. Ademas,

debes tener en cuenta que si tenemos una funcion f(ﬂ’/‘) , su derivada es f/(fx) , perc; Si tenemos/otra
funcion A{z)= f(z)+C , siendo ¢ un nimero cualquiera, su derivada es A (z)= f'(z)+0= f'(z)
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Asi, la derivada de una funcién va a ser la misma si a esa funcion le sumamos un niimero cualquiera.

Presentacion propia en PDF
La pregunta que nos hacemos ahora es: si conocemos la funcién derivada de otra, épodemos conocer la

funcién de la que es derivada?. En algunos casos es bastante sencillo de resolver. Por ejemplo, si tenemos

la funcidén f(il?) =1 y sabemos que esta funcién es derivada de otra, la funciéon de la que es derivada es
F(SC) = I . Ya que sabemos que

F'@)=1= @

Pero teniendo en cuenta lo que hemos indicado mas arriba, f(x) también es la funcién derivada de la
funcion F(SC) =z+C , siendo ¢ un numero cualquiera.

Inpportante —

Si tenemos una funcién f(x) lamamos primitiva de f(x) respecto a la variable 1 a
la funcion F(SC que cumple que: ,
Fz)= flz)

Tal como hemos visto, si F'{x}) es una primitiva de la funcién §{r) , también lo es


http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_RXJqE4/MT2_U5_T1_Contenidos_2021_v01/ATabla_de_derivadas.pdf

F(x)+C , siendo C un nimero cualquiera. Por eso llamamos integral indefinida de f(x)
al conjunto de todas las primitivas de dicha funcién. Se representa de la siguiente forma:

floyde = F{x)4+C

Al simbolo se le llama integral, a la funcién f(x) integrando y dx es la diferencial y nos
indica respecto a qué variable se esta hallando la integral.

Tal como hemos visto anteriormente, si tenemos la funcion f(x‘) =1 sabemos que:

f fie)de= f ld(z)=2+C

— '/ s . \-‘

Ejercicro resuelto "

Calcula la integral de la funcién f(x) =z

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Segun sabemos, la derivada de una funcion del tipo g(x) =z" es 9’(52) =ngn—l

Estamos buscando una funcién F(x} de forma que 7 (x) f(if?) z? . Segun lo
que conocemos, F(x) serd parecida a la funcién g(x)—x3 ya que 9’(37)_3502
' que es parecida a f(x) Solamente nos sobra el nimero 3. Para quitarlo, podemos

i hacer F(x):—- En este caso tenemos que F'(x):%:xgz.f(x)- iYa lo
tenemos'
Pero, recordando lo que aparece al principio F(x) — ——I—C donde ¢ es un numero

cualquiera. Por tanto:

Reflexiona "

Calcula la integral de la funcidn
flz)=x3

| Mostrar retroalimentacion |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------




Rellexiorna

Calcula la integral de la funcion
f@)=3+2?

| Mostrar retroalimentacién |

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

________________________________________________________________________________________________________________________




2.1. Nociones basicas sobre el calculo de
primitivas
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Ya sabemos que la integracion es el proceso inverso de la diferenciacion o derivada. Por este motivo,
conociendo las propiedades de las derivadas y la tabla de derivadas de las funciones, conocemos también la
funcién integral de algunas funciones especificas sencillas.

Video de Mariano Real Pérez alojado en YouTube

Ejemplo:

Una rapida lectura de la definicién de primitiva nos lleva a pensar que integrar una funcién es el proceso
inverso de derivar. Al integrar una funcidén f(x) obtenemos una nueva funcion F(x), a la que llamaremos
primitiva de la anterior, y que, al derivarla, se obtiene la funcion de partida. Veamos esto con un ejemplo:

Sabemos que (x3)'=3x2, asi pues:

f3:c2d:c = 34C
donde C es una constante cualquiera.

Podemos observar que, si f(x) = 3x2, tendremos que su primitiva es F(x) = x3 + C, cumpliéndose que
F'(x) = f(x).

Corprueba o Jpreraic/o |

Dadas las siguientes integrales, seguro que ya eres capaz de asociarlas con sus respectivas
primitivas a partir de la definicion:

2) fcos(x)d:c

n



https://youtu.be/KFinJlg89-8
https://www.youtube.com/watch?v=KFinJlg89-8

b) /exdx

/sen(x)d:c

c)

Identifica la solucion de cada una de ellas por su letra.
La solucién del apartado |:| es: eT4+C .

La solucion del apartado |:| es —COS($)+C .

La solucién del apartado[ |es sen(r)+C .

'

[rportante

\

Recuerda que siempre puedes comprobar si el resultado obtenido es correcto derivando la
funcion primitiva. Si obtienes el integrando la solucion es correcta.

Te recordamos que en esta calculadora para comprobar tus calculos. En la pestafia Derivar
puedes seleccionar también integrar.

Si no te funciona correctamente pincha en este enlace.

BETA

Calculadora de Derivadas e Integrales

Selecciona: Derivar o Integrar

Escribe la funcion xAN2

CaIcuIa l



https://www.wolframalpha.com/widgets/gallery/view.jsp?id=bfced9f0ec6df9357808e1240ab80b1d
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Computing...

% WolframAlpha Get this widget il[+ B

BETA

Calculadora de Derivadas e Integrales

Selecciona: Derivar o Integrar

Escribe la funcion xAN2

Calcula l

1=


http://www.wolframalpha.com/widgets/gallery/view.jsp?id=a7d6c8e18f8b1ac4f5e383bbd82b75d5
http://www.wolframalpha.com/
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Computing...

Get this widget

Applet alojado en Wolfram Alpha.



https://www.wolframalpha.com/widgets/gallery/view.jsp?id=bfced9f0ec6df9357808e1240ab80b1d
http://www.wolframalpha.com/widgets/gallery/view.jsp?id=a7d6c8e18f8b1ac4f5e383bbd82b75d5
http://www.wolframalpha.com/

3. Especial selectividad
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Ej/ercicio resuelto

Determina la funcion f(x) sabiendo que:
flo=1

y que

En este apartado vas a encontrar ejercicios propios de selectividad relacionados con los contenidos del

f2)=5

| Mostrar retroalimentacion |

@ =c=1

Ef(x)=J(3x2+l)dx=x5+x+k
f@=10+k=5

N

b=_
Por tanto: f(x) = x> +x -5

Ejercricrio resuelto

___________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

| Mostrar retroalimentacion |

De una funcién f:lR —+ R se sabe que f(o) =2 y que f/(x) =22 . Determina f.

] A !
i Calculamos todas las primitivas de f (33) :

f(x):/f’(x)dx=/2x dr=z24C

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Na tndac allac nnc intaraca |a Alia fiilmnla Ana f(INY = 2 hiann:
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Resumen

Impoortante —

Si tenemos una funcién f(i?) [lamamos primitiva de f(i?) respecto a la variable 1 a
la funcidn F(x) gue cumple que: ,
F'iz)= flz)

Tal como hemos visto, si F(x) es una primitiva de la funcién g , también lo es
F(;@-{-C , siendo C un numero cualquiera. Por eso llamamos integral indefinida de f(x)
al conjunto de todas las primitivas de dicha funcién. Se representa de la siguiente forma:

flz)dr = Flx)+C

Al simbolo se le llama integral, a la funcién f(x) integrando y dx es la diferencial y nos

indica respecto a qué variable se esta hallando la integral.

—

Irrportante —

Recuerda que siempre puedes comprobar si el resultado obtenido es correcto derivando la
funcion primitiva. Si obtienes el integrando la solucion es correcta.

Te recordamos que en esta calculadora para comprobar tus calculos. En la pestafia Derivar
puedes seleccionar también integrar.

Si no te funciona correctamente pincha en este enlace.

Applet alojado en Wolfram Alpha.


https://www.wolframalpha.com/widgets/gallery/view.jsp?id=bfced9f0ec6df9357808e1240ab80b1d
https://www.wolframalpha.com/widgets/gallery/view.jsp?id=bfced9f0ec6df9357808e1240ab80b1d
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