Limites en el infinito

Para expresar que damos a x valores cada vez
— mas grandes escribimos x — +oo ( x tiende a mas infinito)
— mas pequefios escribimos x — —oo ( x tiende a menos infinito)

Y el limite nos indica lo que le ocurre a la funcién en cada caso:
a) Lafuncion no esta acotada y sus valores son cada vez mas
grandes lim f(x)=-+o0
X—>*oo

b) Lafuncién no estd acotada y sus valores son cada vez mas
pequefios lim f(x)=-o
xX— too

c) Lafuncion esta acotada y se acerca cada vez mas a un valor

k 1in+1 f)=k

d) Losvalores de la funcidn ni crecen ni decrecen
indefinidamente, ni se acercan cada vez mas a un nimero
lim f(x) — no existe

X—>too

®

< f )=

Jim f(6) = e KL, [l =k Jlim () no existe

De forma analoga, pero en el lado izquierdo, cuando x — —o©

Observacion: aunque para calcular limites en el infinito podamos
recurrir a usar valores de x muy grandes (o muy pequefios) conviene
no olvidar que infinito no es un numero y no sigue las reglas que

conocemos con los nimeros, p.ej. 0 +0 =00 ; 000 =0 ; 0~ =0

yoee

CALcuLO DE LimITES

Sin embargo, no todas las formas indeterminadas se pueden resolver
asi. Esto ocurre a menudo con funciones menos sencillas y cuando
funciones algebraicas y transcendentes estan mezcladas.

En estos casos, y segun la indeterminacion, podemos aplicar:

— La “regla de L'Hopital”, si es posible (una o mas veces)
limm=[9 5 f}lim@
xoeg(x) L0 o] xoegi(x)

— Infinitésimos equivalentes:

Si f(x)y g(x) son infinitésimos equivalentes cuando x —> ¢,
entonces se puede decir que f(x) = g(x) cuando x — c. Es decir,
cuando aparecen como factor o divisor pueden sustituirse uno por
otro para el célculo de limites cuando x —c.
— laférmula lim f(x)9% = [100} = exliinc[g(x)'(f(")‘l)]
X—>cC
— Otras equivalencias de funciones, como:

x>0 = ax" .. +axt rax+a, cax"

Un infinitésimo es una cantidad infinitamente pequefia, pudiéndose
definir como: lim f(x)=0 ; f esun infinitésimoenx =c
X—>C

f(x) es un infinitésimo cuando x — 0 en estos casos:

;e —l=x;In(l+x)=x etc.

2
x
senx~Xx;tgx~x; 1—cosxz7

En general, para calcular el limite de una funcién seguiremos este
protocolo:
— Sila funcién se define mediante una Unica expresion,
evaluamos la funcion en el punto ¢
— Sila funcién estd definida “a trozos” evaluaremos la funcion
en las expresiones que definena f(x) aizquierday derecha
de los extremos de los intervalos.
Como vimos anteriormente, no parece existir diferencia entre el calculo
del limite en un punto y evaluar la funcién en ese punto, sin olvidar que,
para calcular un limite en un punto sélo nos interesa lo que le ocurre a
la funciéon muy cerca de él, no en dicho punto.

No obstante, lo cierto es que a la hora de calcular limites nos
encontramos con casos en los que al evaluar la funcién:
— Oelpunto ¢ no pertenece al domino de la funcién.
— Oelpunto ¢ genera una indeterminacion, es decir, no es
posible a partir de ella saber el valor del limite.
Cuando estamos ante alguno de estos casos, el célculo del limite debera
realizarse mediante procedimientos analiticos.

INDETERMINACIONES

Existen formas llamadas indeterminaciones porque no es posible a
partir de ellas determinar el limite. Las formas indeterminadas no
garantizan que un limite existe, ni indican lo que el limite es, si existe.

El resultado no es el mismo en todos los casos, es decir, su valor no sélo
depende del limite de las funciones fy g, sino de las propias
funciones. En el célculo de limites tenemos estas 7 indeterminaciones:

0 0

Sial intentar evaluar un limite se llega a una de estas formas, y las
funciones son sencillas y habituales, intentaremos reescribir la funcion
mediante técnicas algebraicas.

x 1
También es Util saber que lim(1+lj =e ; lim(l+x)x=e

x—0

Limites de funciones Polindmicas
Considerando la funcién polindémica P(x) =a,x" +...+ qx +q,

Caso |, cuando x tiende a un punto: lim P(x) ; siendo ¢ un n° real
X—>C

lim P(x) = P(a) , es decir, sustituyendo x por ¢
X—>cC

Esto se deduce de los limites basicos ya citados.

Caso ll, cuando x tiende ainfinito: 1im P(x) y lim P(x)
X—> =0

X—> +o0

El limite cuando x — +o de una funcién polindmica es oo , segin
el coeficiente del término de mayor grado. Si x — —co , ademas
tendremos en cuenta el exponente del término de mayor grado.

lim (anx"+...+a1x+ao): lim a,x" =+w

X—> oo X—> oo

Es decir, el signo del oo se determina con la “regla de los signos”

Ejemplo 1

lirg(Sx—1)=5.2—1=@

Ejemplo 2

lim (8x° +11x* ~32x~10) =8(=1)" +11(~1)" =32 (~1)-10=[25]

x—>-1

Ejemplo 3

lim (x3 —x4): lim (—x4):
X—> 00 X—> 0

(El término x* es un infinito de orden superior)

Ejemplo 4

lim (x3 —10x2 —9x—100): lim x° =[x

X—> 0 X—> 0



Limites de funciones Racionales

Ejemplo 5

P
Siendo la funcion racional f(x) = % , (cociente de dos polinomios)
X
Caso |, cuando x tiende a un punto: lim P ; siendo ¢ un n° real
xoc Q X
La forma de hallar el limite depende del valor de Q(c)
P(x) P(c)

12 Si Q(c)#0 entonces lim ——==—=

e Q(x)  Q(e)
22 Si Q(c)=0 puede ocurrir:
a) Que P(c)#0, entonces lim —— PG _
x—c Q(x)
Y entonces estudiamos los limites laterales.

b) Que P(c)=0, entonces nos aparece {%} (IND.)

Para evitar la indeterminacién podemos utilizar:

“Regla de Ruffini”. La fraccion se puede simplificar
dividiendo numerador y denominador por (x—c¢) una o
varias veces hasta poder aplicar el apartado 12 o el 22 a).
“Multiplicar por el conjugado”. Es util cuando aparecen
raices cuadradas en numerador y/o denominador.

Caso ll, cuando x tiende a infinito: lim P y lim P

x—+x Q(x) x—-» Q(x)

Al evaluar estos limites (aplicando las propiedades de los limites)

) ., |
obtenemos la indeterminacién | — |.
o0

, 2x-5 2-1-5 3 o
lim = =|—=| (por sustitucion directa
x=>1 x+7 1+7 8

Ejemplo 6

1im_732:;3:

an(x_S) ()+

Como el denominador estd al cuadrado no es necesario calcular los
limites laterales.

Ejemplo 7

lim

xt-x* 0-0 [0
x=03x* —2x* 0-0

= 6] (sacando factor comun)
IND.

e X (x-1) g XL 01 [

Ho/3x2 03x-2 0-2 |2

Ejemplo 8

, x*P-3x+2 1-3+2 [0 ,

lim = =| —| (descomponiendo en factores)
x>l x2_1 1-1 0

IND.

 (x~T) (x-2) i X=2_1=2 [ 1

lim lim =|-—
’HIM(X+1) ol x+l 141 2
Ejemplo 9

12 Método:

La forma mas répida de hallar el limite es teniendo en cuenta que solo
importaran los términos de mayor grado del numerador y del
denominador:

m m
a,x"+.. +ax+a, a,x™ +...

lim -
xo30 hox" 4. +bx+b,

= lim

oo b x4,

Para hallar limites en el infinito de funciones racionales de este tipo
nos fijaremos en el grado del numerador (m) y en el grado del
denominador (n), pudiendo aplicar la siguiente regla:

e Sim>n entonces lim f(x)=xo0 (usar regla de los signos)
X— too

e Sim<n entonces lim f(x)=0
X— oo

e Sim=n entonces lim f(x)=

X—> too

(aplicar regla de los signos)

o Q

12 Método: (comparando el grado del Ny del D)

3 3 3
lim ~ +3=F} S m X m X [

x—>oox2+2 0 — x—)ocx2+2 X—)ooxz
np.  97(N)>gr(D)

29 Método: (dividiendo por potencia de mayor grado de la expresién)

x3+ 3 N
3 33 3
i e B [ (I A S S TR G S W
x—>w x* 42 0 x>0 x 2 x> 1 2 0+0 O
IND. —t+t3 a2t 3
X X X X
Ejemplo 10
2 2
. X" —2x 1
lim ==X % - lim X = lim —=lo]
X—>+oo x3 —3x X+ x X—>+o X

w %(_/
IND. 9r(N)<gr(D)

Ejemplo 11

22 Método:
El problema también se puede resolver reescribiendo la expresién
dada en otra forma equivalente; concretamente dividiendo cada uno
de los términos de la fraccidn por la potencia de mayor grado que
aparezca en toda la expresion, simplificando y, sabiendo que

lim L =0 (Si nespositivoy k constante.)

x— o )"
Pues al dividir un nimero cualquiera por un nimero cada vez mas
grande, el cociente es cada vez mas proximo a cero. Observa que
ahora el que sea +0 0 —w es indiferente pues el resultado es 0.

Cuando se trate de cocientes de otros tipos de funciones no polinémicas
se utilizan otros métodos, ya mencionados anteriormente.

Observacién: si aparece la indeterminacién [so—] o [0-0], por

tratarse de fracciones algebraicas, a veces podemos evitar estas
indeterminaciones efectuando la resta o el producto de dichas
fracciones.

., 3xd-2x-1 [ , 3 |3
111117:* —> hm—:—

X 2x3 42 x> 2xd |2

[NE—
IND. 9r(N)=gr(D)

Ejemplo 12

, xX°=5x [

lim ———=| — - lim X = lim x= -
x—-0 x° —3x o0 N—— xa—oox X—> -0

D, 97(N)>gr(D)

Ejemplo 13

Al dividir por x, dentro de la raiz

X
lim 7:H 2
[ pasa como x-.
X—>» 0 x2 —X+Xx o0

1
lim ———=——=1im —
X—> 0 x2 X—> 0 J1=-0+ 1



