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1. Introduccidn

En el primer tema de este unidad has estudiado las leyes que gobiernan
la dinamica, las leyes de Newton. El trabajo se centré entonces en
sistemas estaticos, que denominabamos en equilibrio. Sin embargo, la
mayor parte de las situaciones que pueden encontrarse en nuestro
entorno se caracterizan por su variabilidad: se encuentran en
movimiento.

En este tema estudiaras sistemas dinamicos, que se definen como
aquellos sistemas fisicos que evolucionan en el tiempo. También veras
algunas causas que pueden provocar esta evolucion y, sobre todo, se
plantearan distintos sistemas en los que tendras que deducir sus
ecuaciones de movimiento.

Animacion de UtzOnBike en Wikimedia Commons. CC

Estos sistemas seran simples modelizaciones de los casos mas
complejos que pueden observarse en la realidad, pero el uso de estos
modelos te permitira comprender mejor el comportamiento de los
sistemas reales sin necesidad de calculos excesivamente complicados.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hexapod_general_Anim.gif
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en

2. Sistemas con un cuerpo

El caso mas sencillo de estudio dentro de la dinamica es aquél en el que
unicamente existe un cuerpo cuyo movimiento quiere estudiarse. Este
tipo de problemas es fundamental, pues su método de resolucion es
similar al aplicado en problemas mas complicados.

Importante

Cuando tengas que resolver un problema de aplicacion de las leyes
de la dinamica, es importante que sigas ordenadamente las
siguientes pautas:

1. Identifica las fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo, asi como su
origen, tipo y direccion.

2. Dibuja un diagrama de fuerzas lo mas simple posible, pero que
contenga toda la informacion que se haya suministrado. El punto
de aplicacion de todas las fuerzas sera el centro geomeétrico del
cuerpo sobre el que actuan.

3. Escoge un sistema de referencia cartesiano de forma que uno de
los ejes coincida con la direccion esperada de movimiento del
cuerpo. La componente perpendicular al plano de movimiento se
denomina Normal mientras que la paralela al mismo es la
componente Tangencial.

4. Descompon todas las fuerzas en sus componentes segun los ejes
del sistema de referencia.

5. Aplica la segunda ley de Newton en cada uno de los ejes.

6. Resolucion matematica del sistema de ecuaciones que resulta
para conocer los datos que se nos piden.




2.1 Plano horizontal

Plano horizontal

Imagen de elaboracidn propia

El caso mas simple de sistema dinamico que podemos encontrar es
aquél en el que un cuerpo se mueve sobre un plano horizontal sin
rozamiento con una fuerza F actuando sobre él. Ademas de dicha fuerza,
en un problema de este tipo siempre actuaran dos fuerzas mas:

e El peso (p), que en este tema representaremos preferiblemente por
su valor m-g. Siempre tendra direccion vertical y hacia abajo.

e La normal (N), correspondiente a la fuerza de reaccion de la
superficie sobre la que se apoya el cuerpo. En este caso su
direccion serda, como su nombre indica, perpendicular a la superficie.
En el caso de un plano horizontal siempre sera vertical y hacia
arriba. Esta fuerza tendremos que deducir en cada caso qué valor
toma porque es la fuerza de reaccion a la que el cuerpo hace sobre
el plano.

Una vez identificadas las fuerzas, escogemos el sistema de referencia. El
movimiento probablemente sera paralelo al plano por lo que tomamos
esta direccion y la perpendicular como ejes de nuestro sistema de
referencia.



Imagen de elaboracidn propia

El siguiente paso es descomponer aquellas fuerzas cuya direccidon no
coincida con alguno de los ejes de coordenadas en sus componentes
cartesianas. En este caso, la unica fuerza que no coincide es la fuerza F,
por lo que procedemos a descomponerla en sus componentes F, y Fy.

F,=F-cosua
F, = F - sena

Plano horizontal

Fsena

Imagen de elaboracién propia

El nuevo esquema con las fuerzas descompuestas en sus ejes quedaria
como sigue:



Plano horizontal

Imagen de elaboracidn propia

Ya solo queda escribir las ecuaciones del movimiento en cada uno de los
ejes. En cada eje tenemos en cuenta qué fuerzas actuan a favor del
movimiento y restamos las que se oponen. En el eje horizontal hay
aceleracion pero no en el vertical por lo que las ecuaciones quedan:

F.-cosa=m-a,
F-sena+N—m-g=0

Obtenemos asi un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas ( a, y N). De

cada una de las ecuaciones se pueden despejar de forma independiente
cada una de ellas y habriamos resuelto el problema.

@ Caso practico

Sobre un objeto de masa 2 kg situado en un plano horizontal se
ejerce una fuerza externa de 10 N aplicada con un angulo de 45°
respecto a la horizontal.




Plano horizontal

masa= 2kg
F= 10N

Imagen de elaboracidn propia

a) Dibuja el diagrama de fuerzas correspondiente a esta situacion,
elige un sistema de referencia y descompodn todas las fuerzas en eses
ejes.

El esquema de fuerzas sera similar al que sigue:

Plano horizontal
masa= 2kg
F=10N
0 Fsena
¥
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Imagen de elaboracién propia




Hemos elegido como ejes coordenados el que va paralelo al
plano y el perpendicular a este. Descomponemos la fuerza que
no es paralelo a estos ejes:

Fx=F-cos a=10- cos 45° =7,07 N

Fy=F-sen a=10- sen 45°= 7,07 N

b) Aplica la 22 ley de Newton.

Las ecuaciones del movimiento seran las siguientes:

e Eje x: Fx=m-a — 7,07=2.a
e Ejey:Fy+N-mg=0 —-7,07 + N -19,6=0

c) Calcula el valor de la fuerza normal.

Para calcular la fuerza normal necesitaras despejar su valor de
las ecuaciones correspondientes al eje y:

7,087 + N - 19,6=0

N=19,6 -7,07=1253 N

d) Calcula la aceleracion que adquirira el cuerpo por accion de dicha
fuerza.

En este caso sera necesario utilizar las ecuaciones del
movimiento en el gje x:

7.07=2.a — a = 7.07/2 — a = 3.54 m/s?




w COUITNIPIrucuva w apiciiuiuv

Si al cuerpo del ejercicio anterior se le aplica una fuerza de 20 N con

un angulo de 35° el valor de la Normal y de su aceleracion seran,
respectivamente:

O 16.24 Ny 8.19 m/s?
O 813Ny 8.19 m/s?

O 16.24 Ny 5.21 m/s?

Solucién

1. Incorrecto
2. Correcto
3. Incorrecto




2.2 Fuerzas de rozamiento

Cuando un cuerpo se desliza sobre una superficie, tarde o temprano
acabara parandose; esta afirmacion parece contradecir la primera ley de
Newton o de la inercia. ¢ Cual es la causa de este comportamiento? La
fuerza de rozamiento que se opone al deslizamiento y que es debida a
las imperfecciones microscopicas de los materiales. Nos confunde el
hecho de que parece que no actua ninguna fuerza pero hay una fuerza, la
del rozamiento, que se opone al deslizamiento de un cuerpo sobre otroy
que explica, de acuerdo con la segunda ley de Newton, la existencia de
un cambio en el estado de movimiento.
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Imagen adaptada de HiTe en Wikimedia Commons. CC

Importante

Por fuerza de rozamiento se entiende toda fuerza que se opone al
deslizamiento de un objeto debido a las interacciones entre las
superficies de contacto y/o el medio en el que se desplaza.

Al realizar un estudio experimental de una fuerza de rozamiento, se
encuentran las siguientes caracteristicas:


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Fricci%C3%B3n_02.svg
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

« Toda fuerza de rozamiento tiene la direccion de la superficie de
contacto y sentido contrario al posible deslizamiento.

o El valor de su mdédulo toma valores desde cero hasta un valor
maximo, que coincide con la fuerza minima para iniciar el
movimiento.

e Una vez ha comenzado el movimiento, el valor del moédulo disminuye
hasta un valor determinado que permanece constante mientras el
cuerpo siga moviéndose.

e La fuerza de rozamiento no depende del area de contacto entre
superficies.

De estos resultados podemos deducir la existencia de una constante de
proporcionalidad entre fuerza de rozamiento y la Normal, que
denominaremos coeficiente de rozamiento y representaremos por la
letra griega u. Ademas, existen dos tipos de fuerza de rozamiento:

» Fuerza de rozamiento estatico, que actua sobre los cuerpos en
reposo, caracterizada por el coeficiente de rozamiento estatico Me.

e Fuerza de rozamiento dinamico, que actua sobre los cuerpos en
movimiento, caracterizada por el coeficiente de rozamiento
dinamico Mg

Importante

Segun lo visto, el valor de la fuerza de rozamiento es variable.
Mientras no haya deslizamiento, la fuerza de rozamiento coincide con
las fuerzas aplicadas en la direccion del deslizamiento hasta alcanzar
un valor maximo:

FRemaaz:,U’e'N



Cuando se produce deslizamiento la fuerza de rozamiento se puede
calcular como:

Frq=pg-N

Se cumple que para un mismo par de superficies que el coeficiente
de rozamiento dinamico es menor que el estatico.

@ Caso practico

Vamos a practicar un poco con el siguiente simulador para ver si has
conseguido comprender como se manifiesta la fuerza de rozamiento.

https://phet.colorado.edu/sims/html/forces-and-motion-basics/latest/forces-and-motion-
basics_es.html

Simulacién de Phet Colorado. CC

Entra en el apartado "Friccion", selecciona Fuerzas, suma de fuerzas y
valores en le cuadro superior derecho. Ahora aplica una fuerza
pequena, 10 N por ejemplo, sobre el cuerpo. ;Qué ocurre?

El cuerpo no se mueve.

¢:Como es posible que el cuerpo no se mueva si estoy aplicando una
fuerza sobre él?

Porque la suma de fuerzas que actuan sobre el cuerpo es cero.
Esto quiere decir que debe haber una fuerza opuesta a la que
estamos aplicando, de igual moédulo, que la anule.

¢Cual es esa fuerza?

La fuerza de rozamiento.



https://phet.colorado.edu/sims/html/forces-and-motion-basics/latest/forces-and-motion-basics_es.html
https://phet.colorado.edu/es/simulation/forces-and-motion-basics

Reinicia y aplica una fuerza de 20 N. ;Qué ocurre?

Tampoco se mueve. La fuerza de rozamiento ahora es de 20N y
se opone a la que estamos aplicando de forma que la fuerza
resultante es nula.

Reinicia y aplica una fuerza de 126 N. ;Qué ocurre ahora?

Ahora la fuerza aplicada es mayor que la de rozamiento, existe
una fuerza resultante o neta mayor que cero que provoca una
aceleracion en el cuerpo.

¢ Qué valor tendra la fuerza de rozamiento en la situacion anterior?

Como la fuerza resultante (32N) es la diferencia entre la aplicada
(126 N) y la de rozamiento, basta restar para determinar el valor
de esta ultima. La fuerza de rozamiento en este caso vale 94 N.

Reinicia y aplica una fuerza de 150 N. ;Qué valor tiene la fuerza de
rozamiento en este caso?

Repitiendo el calculo anterior deducimos que la fuerza de
rozamiento vale:

Fr= 150-56=94N

Cuando el objeto se esta moviendo, squé ocurre con el valor de la
fuerza de rozamiento?



Que es constante. Se puede calcular multiplicando el coeficiente
de rozamiento dinamico por la fuerza normal.

Reinicia de nuevo y mueve el cursor de la fuerza aplicada hasta que
te ubiques en el punto A de la grafica. ;Qué ocurre? ¢Cuanto vale en
este caso la fuerza de rozamiento maxima? ;Como se puede calcular
este valor?

El cuerpo no se mueve porque la suma de fuerzas sigue siendo
cero. Si aumentamos un poco mas la fuerza aplicada, ya el
rozamiento no es capaz de compensarla y el cuerpo comienza a
moverse. La fuerza de rozamiento maxima es 25,8 N. Este valor
se puede calcular aplicando la formula:

Fre max = Me'N

Curiosidad

Imagen de Wikimedia. CCO

El rozamiento nunca puede llegar a eliminarse completamente. Sin
embargo, es posible reducirlo drasticamente mediante el uso de
materiales especificos. La quimica moderna nos ha proporcionado


http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:PTFE-3D-vdW.png
https://es.wikipedia.org/wiki/Dominio_p%C3%BAblico

sustancias que permiten un rozamiento minimo: uno de estos
materiales es el politetrafluoroetileno, mas conocido por su nombre
comercial Teflén.

Se trata de un material impermeable con un indice de friccidn
minimo, lo que provoca que cualquier sustancia situada sobre él
resbale, lo que le da su caracteristica antiadherencia y de ahi su uso
en sartenes y cacerolas. Como curiosidad, también se utiliza en
piercings e implantes para evitar alergias y enganches con la ropa.
Puedes conocer mas cosas sobre el politetrafluoroetileno en el
siguiente enlace.

@ Comprueba lo aprendido

Marca las afirmaciones sobre el rozamiento que sean correctas:
O Un cuerpo en reposo no sufre nunca rozamiento.

0 El coeficiente de rozamiento estatico siempre es mayor que el
coeficiente de rozamiento dindmico.

O  La fuerza de rozamiento estatico siempre es mayor que la
fuerza de rozamiento dinamico.

Solucién

1. Incorrecto
2. Correcto
3. Incorrecto

@ Caso practico



http://es.wikipedia.org/wiki/Tefl%C3%B3n

Imagen en pxhere. Dominio publico

Es muy frecuente escuchar la frase "el rozamiento siempre se opone
al movimiento". Claro, como muchos objetos se paran por culpa del
rozamiento... Pero piensa en una situacion muy cotidiana: ¢qué fuerza
nos permite transportar objetos en una bandeja?

Haz un esquema y dibuja las fuerzas que actuan sobre un objeto
situado sobre la bandeja.

Evidentemente nosotros aplicamos una fuerza sobre la bandeja
que desplaza al conjunto de la bandeja y el objeto que esta
soporta encima. Supongamos que llevamos una botella. Las
fuerzas que actuan sobre la botella, son la normal y su peso en
direccion vertical. En direccidon horizontal no hay ninguna fuerza
aparentemente que la empuje hacia la derecha. Sin embargo,
piensa por un momento qué ocurre cuando la bandeja esta
mojada. Es facil ver como los objetos situados encima de una
bandeja resbalan hacia atras cuando nos movemos hacia delante
y se pueden llegar a caer. Claro, cuando se moja la bandeja, el
rozamiento de esta con los cuerpos que porta disminuye y por
eso el cuerpo resbala. Por lo tanto la unica fuerza que en este
caso puede explicar el movimiento de la botella hacia la derecha
es la fuerza de rozamiento con la superficie de la bandeja.



https://pxhere.com/es/photo/1003136

Imagen de elaboracién propia

. Qué es mas correcto: decir que la fuerza de rozamiento se opone al
movimiento o al deslizamiento entre superficies?

Evidentemente después de este ejemplo tenemos que concluir
que la fuerza de rozamiento se opone al posible deslizamiento
de un cuerpo sobre una superficie. Si la bandeja se mueve hacia
la derecha, es posible que la botella deslice hacia la izquierda,
por lo tanto el rozamiento apunta hacia la derecha oponiéndose
a ese posible deslizamiento.




2.3 Plano horizontal con rozamiento

Plano horizontal con rozamiento

Imagen de elaboracidn propia

Ahora vas a estudiar un caso un poco mas complicado del problema
anterior. Vamos a estudiar el movimiento de un cuerpo sometido a una
fuerza que se desliza sobre un plano horizontal con rozamiento. En
principio supondremos que la fuerza aplicada es suficiente para
modificar el estado de movimiento del objeto que originalmente esta en
reposo. De este modo podemos aplicar la formula para calcular la fuerza
de rozamiento Fg que se opondra al posible deslizamiento de ambas

superficies.

Hacemos un esquema y dibujamos todas las fuerzas que actuan sobre
nuestro cuerpo.


http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_pih72s/FQ1_U5_T3_Contenidos_2122_v01/Planoinhoriz_08.jpg

Plano horizontal con rozamiento

Imagen de elaboracidn propia

Elegimos un sistema de referencia adecuado y descomponemos las
fuerzas que no sean paralelas a ninguno de ambos ejes en sus
componentes cartesianas.

Plano horizontal con rozamiento

Imagen de elaboracién propia



F,=F-cosa
Fy:F-sena

Ahora aplicamos la 2% ley de Newton a ambos ejes. En el vertical
supondremos que no hay aceleracion:

F.-cosa— Fp=m-a,
F-sena+N—-—m-g=0

Teniendo en cuenta que el valor de la fuerza de rozamiento en este caso,
en que suponemos que el cuerpo estd deslizando, es Fg = Y:N, puede

escribirse:

F-cosa—pu-N=m-a,
F-sena+N—-—m-g=0

Obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que
puedes resolver facilmente.

Importante

En los problemas con rozamiento debes recordar siempre que
existen dos tipos de coeficiente de rozamiento (u), y utilizar uno u
otro en funcidn del caso que tengas que resolver:

e Si el cuerpo no ha comenzado a moverse la fuerza de rozamiento
tiene un valor desconocido y sera una de las incognitas del
problema.

e Si el cuerpo esta a punto de moverse o quieres calcular en qué
momento comienza a hacerlo utilizaras el coeficiente de



rozamiento estatico (Me).
e Si el cuerpo ya se encuentra en movimiento, utilizaras el
coeficiente de rozamiento dinamico (Jg).

-
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Algunos derechos reservados por Sebastidn-Dario

Un automovil de 1000 kg de masa recibe la propulsion de su motor
como una fuerza en direccion horizontal. Sabiendo que los
coeficientes de rozamiento estatico y dinamico de sus neumaticos
con el asfalto en seco son pe= 0.8 y ug= 0.6 respectivamente, se pide
que respondas a las siguientes cuestiones:

a) Dibuja el diagrama de fuerzas y escribe las ecuaciones
correspondientes a la situacion planteada.

El esquema de las fuerzas sera similar a siguiente:



http://creativecommons.org/licenses/by-nc/2.0/
http://localhost:51235/temp_print_dirs/eXeTempPrintDir_pih72s/photos/sebastian-silva/

mg

Imagen de elaboracién propia

Debes observar que, por conveniencia, se han escogido los ejes
coordenados como positivos en la direccion del movimiento.
También cabe senalar que, en este caso, no es necesario
descomponer ninguna fuerza por encontrarse todas en las
direcciones de los ejes. Aplicando la 2% ley de Newton a ambos
ejes obtenemos:

e EjexxF-Fr=m-a
e Ejey:N-mg=0

b) ;Qué fuerza minima debera suministrar el motor para que el
automovil comience a moverse?

El automovil comenzara a moverse cuando la fuerza aplicada por
el motor supere la fuerza de rozamiento maxima. La fuerza de
rozamiento maxima se puede calcular multiplicando el
coeficiente de rozamiento estatico por la Normal. Para calcular
la fuerza minima aplicada por el motor supondremos que la
aceleracion es cero:

e EjexF-pygN=m0=0

e Ejey:N-m:g=0




Despejando la Normal de la ecuacion del eje y, obteniendo N =
m-g, y sustituyendo su valor en la primera ecuacion:
F-Hemg=0 - F=poam-g=0.81000-9.8 =7840 N

c) ¢Cual sera la fuerza necesaria para mantener el movimiento con
velocidad constante?

Si el cuerpo ya se encuentra en movimiento, la fuerza de
rozamiento se calcula usando el coeficiente de rozamiento
dinamico. Ademas, si el movimiento es con velocidad constante,
su aceleracion debera ser cero y las ecuaciones seran:

e EjlexF-pygN=m0=0
e Ejey:N-mg=0

El valor de la fuerza Normal sigue siendo N = m-g, y por lo tanto:
F-Pgmg=0 - F=pgm-g=0.6-1000.-9.8 =5880 N
Como cabia esperar, es necesaria una fuerza menor para
mantener el movimiento que para iniciarlo, debido al distinto

valor de los coeficientes de rozamiento.

d) ¢Cual sera la aceleracion que imprimira al automovil una fuerza de
10000 N?

La fuerza es mayor que la necesaria para iniciar el movimiento,
por lo tanto el coeficiente de rozamiento a aplicar sera pg. En

este caso la aceleracidon no sera nula, y las ecuaciones quedaran
de la forma:

e EjextF-pugN=m-a
e Ejey:N-mg=0

De nuevo se despeja N de la ecuacion del eje y y se sustituye en
la ecuacion del eje x, obteniendo:
F - Mg'Mm-g = m-a




10000 - 0.6-:1000-9.8 = 1000a
10000 - 5880 =1000a
4120=1000a
a=4120:1000

a= 4.12 m/s?

e) De repente, el conductor observa un obstaculo en la calzada a una
distancia de 250 m. Si la velocidad en ese momento es de 90 km/h 'y
el conductor coloca la marcha en punto muerto, ¢qué fuerza de
frenado minima (F) debera ejercerse para que el vehiculo no colisione
con el obstaculo?

En primer lugar, se transforman todas las unidades al Sistema
Internacional (SI); en este caso 90 km/h = 25 m/s.

Ahora tenemos una fuerza de frenado extra que se opone al
movimiento y la fuerza del motor ya no se aplica, con lo cual las
ecuaciones dindmicas seran:

e Ejex:-F - pygN=m-a
e Ejey:N-mg=0 - N=mg

Despejando podemos obtener el valor de la fuerza aplicada por
los frenos:

F=-m-a - yg-m-g
Sin embargo, nos falta conocer el valor de la aceleracion. Para
ello, se utilizan las ecuaciones del movimiento que estudiaste en
la unidad de cinematica. En este caso, por tratarse de un MRUA,
usamos las ecuaciones siguientes:

r= :J:G—I—’i-..lm-t—I—%-a-tE

Up = Ugptat




Sustituyendo los datos conocidos:
250 = 0254512

0=254a-t

De la segunda ecuacion despejamos la aceleracion y sustuimos
en la primera:

—2h=ua-t
_ =2
="

250 = 025 145 —22-12
250 = 25-¢+5-(—25)t

250=25-t-12.5-¢

250=12.5-1

ek
Il

E|§

|

t=20s

Sustituyendo en una expresion anterior podemos determinar la
aceleracion:

_ —db
=50

Obtenemos que la aceleracion vale -1.25 m/s? y sustituyendo en
la expresion anterior:

F=-ma-ygm-g =-1000-(-1.25) - 0.6-1000-9.8 = 1250 -
5880 =-4630 N




Deberad ejercer una fuerza de frenado minima de 4630 N,
indicando el signo negativo que se realizara en el sentido
contrario al movimiento, tal y como se han definido los ejes.

Reflexiona

Cuando el asfalto esta mojado, el coeficiente de rozamiento
disminuye drasticamente hasta valores tan bajos como pe = 0.3y ygqg

= 0.25 respectivamente. ; CoOmo variaran las fuerzas necesarias

respecto a las calculadas en el apartado anterior? ;Sera esto positivo
a la hora de la conduccion del automovil?

Imagen de Dash en Wikimedia Commons. CC

Al disminuir el coeficiente de rozamiento, disminuira en igual
medida la fuerza necesaria para comenzar y mantener el
movimiento (en este caso, mas de la mitad); también seria
necesaria menos fuerza para obtener una aceleracion similar.



https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Castle_Combe_wet_race.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/deed.en

Esto podria parecer bueno para ahorrar combustible o trabajar
con motores menos potentes, pero sin embargo no es en
absoluto deseable a la hora de conducir. De hecho, todo lo
contrario: la disminucion del rozamiento provoca falta de
adherencia, que impide los cambios de direccion. No seria por
tanto posible tomar las curvas a una velocidad alta, ya que al
disminuir el rozamiento el coche tenderia a seguir en linea recta,
como veras en el tema 8. El caso extremo es el "aquaplanning",
producido cuando se pierde totalmente la adherencia y el
vehiculo no responde al volante. Por ello se utilizan neumaticos
de lluvia, que son mas blandos (mayor rozamiento) y con dibujo
(para evacuar el agua).




2.4 Plano inclinado

La mayor parte de los movimientos no tienen lugar en un plano
horizontal, sino que presentan un cierto desnivel. Una buena
aproximacion para estos casos consiste en suponer que nuestro movil se
desplaza sobre un plano inclinado.

:Tenemos fuerzas diferentes a las ya estudiadas? Pues no. Estan
presentes la fuerza peso (ejercida por el planeta Tierra), la fueza Normal
(ejercida por el plano), la fuerza de rozamiento y en algunos casos una
fuerza aplicada. Sin embargo la presencia de un plano inclinado nos
fuerza a cambiar el sistema de referencia y tomar los ejes en la direccion
paralela y perpendicular a dicho plano. Como consecuencia tendremos
que calcular las componentes cartesianas de la fuerza peso que ya no
estara alineada con ningun eje.

Reflexiona

Manipula el siguiente simulador variando el angulo del plano
inclinado y responde a las siguientes preguntas:

1. A medida que aumentamos el angulo de inclinacién del plano,
;como varia la componente del peso paralela al plano?

2. A medida que aumentamos el angulo de inclinacién del plano,
;como varia la componente del peso perpendicular al plano?



EJI—I Dinamica de un cuerpo en un plano inclinado 1

(®) Cuerpo subiendo [ a=-8.0m/s? ]
(O Cuerpo bajando

Cuando el cuerpo asciende esta sometido a la accion de
dos fuerzas contrarias y terminara deteniéndose.

Fr=4.6N

inclinacion del plano = 20 © Px = mg sena = 3.4 N
Py = mg cosa = 9.2 N
P=mg=98N

Simulacién de Jesus Peinas en Educaplus

1. La componente paralela al plano mgsena se hace mayor al ir
creciendo el angulo desde © hasta 90°. Cuando el angulo es
0° es decir, para un plano horizontal, esta componente se
anula. Por contra cuando el angulo alcanza los 90°, para un
plano vertical, la componente paralela al plano coincide con
el peso.

2. La componente perpendicular al plano mgcosa se comporta
justo al contrario. Se hace menor al ir creciendo el angulo
desde O hasta 90°. Cuando el angulo es 0°, es decir, para un
plano horizontal, esta componente toma el valor de la fuerza
peso. Por contra cuando el angulo alcanza los 90° para un
plano vertical, la componente vertical del plano se anula.
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Estudiaremos primero el caso de un cuerpo que asciende por un plano
inclinado con rozamiento.

Plano inclinado

El cuerpo esta subiendo

mgsena

rozanyer
mgcosa

mg

Imagen de elaboracién propia

Aplicamos la segunda ley de Newton a cada eje teniendo en cuenta qué
fuerzas actuan a favor y en contra:

—m-g-sena— Fgr=m"-a,
N—-m-g-cosa=0

Sustituyendo la fuerza de rozamiento por su valor como producto del
coeficiente de rozamiento por la normal, se obtiene:

—m-g-sena—u-N=m-a,
N=m:-g-cosa



Calculando el valor de la normal con la segunda ecuacion y sustituyendo
en la primera ecuacion podemos despajar la aceleracion del cuerpo que
evidentemente sera negativa. Esto quiere decir que al cabo de un tiempo
la velocidad se hara cero y el cuerpo se parara.

Veamos ahora qué ocurre cuando el cuerpo desciende por un plano
inclinado con rozamiento.

Plano inclinado

El cuerpo esta bajando

rozamiento

mgsena

mgcosa

mg

Imagen de elaboracidn propia

Aplicamos la segunda ley de Newton a cada eje teniendo en cuenta qué
fuerzas actuan a favor y en contra:

m-g-sena— Fr=m-a,
N=m-:g-cosa

Sustituyendo la fuerza de rozamiento por su valor como producto del
coeficiente de rozamiento por la normal, se obtiene un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas:



m-g-senax— -N =m-a,
N=m-g-cosa

Calculando el valor de la normal con la segunda ecuacion y sustituyendo
en la primera ecuacion podemos despajar la aceleracion del cuerpo.
Dependiendo del angulo de inclinacién y del coeficiente de rozamiento
tendremos una aceleracion positiva o negativa.

@ Caso practico

Vamos a analizar el caso de un cuerpo que asciende o desciende por
un plano inclinado con rozamiento. Supongamos primero que el
cuerpo esta subiendo.

E_:" Dinamica de un cuerpo en un plano inclinado ]
@ Cuerpo subiendo [ I ]
O Cuerpo bajando

Cuando el cuerpo asciende esta sometido a la accion de
dos fuerzas contrarias y terminara deteniéndose.

Fr=4.6N

inclinacidn del plano = 20 ° Px = mg sena = 3.4N
Py = mg cosa = 9.2 N
P=mg=98N

Simulacién de Jesus Pefnas en Educaplus
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1. Fija un angulo de 20°. En la direccion perpendicular al plano, ¢hay
aceleracion? ;Qué puedes concluir gracias a este dato?

La aceleracion en direccion perpendicular al plano es nula y por
lo tanto las fuerzas que apuntan hacia arriba y hacia abajo son
iguales. En conclusion sabemos que la Normal vale igual que la
componente Mmgcosa,

2. Al hacer crecer el angulo de inclinacion del plano inclinado, ;como
varia el valor de la Normal?

La Normal se hace mas pequena.

3. Al aumentar el angulo de inclinacion, ¢como varia la fuerza de
rozamiento?

A medida que aumentamos el angulo, la fuerza de rozamiento se
hace menor puesto que la fuerza de rozamiento se calcula
multiplicando el coeficiente de rozamiento dinamico por la
normal y esta disminuye al crecer «.

4. ;Por qué la aceleracion en la direccion paralela al plano es
negativa cuando el cuerpo asciende?

Porque las dos fuerzas presentes, la componente mgsena y el
rozamiento apuntan hacia abajo, en contra del movimiento del
cuerpo.

5. Supon ahora que el cuerpo esta descendiendo, ¢hacia adonde
apunta ahora la fuerza de rozamiento?

Hacia arriba.

6. Modifica el angulo de inclinacion. ;Qué ocurre con el signo de la
aceleracion?

Con poca inclinacion la componente mgsena es pequena. Por
contra la otra componente del peso es grande y por tanto el



rozamiento es grande. La fuerza a favor es menor que la fuerza
en contra y en consecuencia la aceleracion es negativa. El curso
se va frenando hasta pararse.

Con un angulo de inclinacion alto, la componente mgsena ge
hace mayor y la mgcosa por contra se hace mas pequena y con
esta el rozamiento. En consecuencia la fuerza a favor es mayor
que la fuerza en contra y la aceleracion es positiva. El cuerpo
cada vez se mueve con mayor velocidad.

@ Comprueba lo aprendido

b 1

EJ" Dinamica de un movil con motor en un plano inclinado

r '

@ Camiodn subiendo a=-4.1m/s2

O Camiodn bajando
Fr=27.6 N

Px = mg sena = 33.5N

La fuerza del motor es menor que la suma de la fuerza de rozamiento y la componente
paralela del peso. El camion ira disminuyendo su velocidad porque tienen una
aceleracion negativa.

inclinacion del plano = 20 © Fmotor = 20 N

Simulacion de Jesus Pefias en Educaplus

Un camidn se encuentra en una cuesta. El motor del camion ejerce
una fuerza hacia arriba cuando este asciende.
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Para una inclinacion de 15°, si la fuerza del motor es

, las fuerzas en contra del movimiento son que las

fuerzas a favor por lo que la aceleraciéon es negativa . El camion ira
hasta pararse.

Para la misma inclinacion, si la fuerza del motor es ,
las fuerzas del movimiento son mayores que las
fuerzas por lo que la aceleracion es positiva . El
camion ira subiendo cada vez con

Para saber mas

Habitualmente, en deportes como el ciclismo no se habla del angulo
de inclinacion de una carretera o pista, sino que se indica en forma
de porcentaje. Asi, es normal escuchar como la parte mas dura de un
puerto tiene un desnivel del 12%, u observar una sefnal que

indica pendiente prolongada del 5% durante los proximos 2
kildmetros. ¢ Qué significan estos porcentajes?

Los topografos utilizan una formula que relaciona la distancia
horizontal recorrida con la vertical:

% Pendiente = Distancia en vertical - 100/Distancia en horizontal
Sin embargo, no es sencillo calcular la distancia en horizontal que
hemos recorrido, por lo que, dado que los angulos en carretera no
suelen ser muy grandes, puede tomarse el espacio recorrido sobre
ella en lugar de la distancia en horizontal, ya que el error en estos
casos es minimo. Asi, la formula habitual para calcular el angulo a
partir del desnivel es:

sen a = (metros ascendidos / metros recorridos) — a =
arcsen (metros ascendidos / metros recorridos)


mailto:

100 m

Imagen de Staycoolandbegood en Wikipedia. CC®

@ Caso practico

Una motorista se encuentra ascendiendo un puerto con una
pendiente constante del 5%. Si la masa total del conjunto motorista-
moto es de 300 kg, responde a las siguientes cuestiones:

a) ¢Cual es el angulo de inclinacion de la carretera respecto a la
horizontal?

Segun se ha visto, que la pendiente sea del 5% significa que por
cada 100 metros recorridos se ascienden 5 metros. Por lo tanto
se cumplira que sen a = 5/100 = 0.05, y entonces a = 2.87°

b) Dibuja el esquema de fuerzas que actuan sobre el sistema.

Imagen de elaboracion propia

c) Calcula el valor minimo del coeficiente de rozamiento entre las
ruedas y el asfalto para que la moto, con el motor apagado vy
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completamente frenada, no comience a deslizarse hacia abajo.

Al tratarse de un problema de plano inclinado en ausencia de
fuerzas externas, se ha demostrado que el coeficiente de
rozamiento minimo para que no exista deslizamiento debe ser
Mes = tan a = tan 2.87° = 0.05

d) Determina la fuerza que debera realizar el motor para subir con
velocidad constante, supuesto un coeficiente de rozamiento pg; = 0.5

Si la moto sube con velocidad constante, esto significa que su
aceleracion es nula (ay = O) y por lo tanto las ecuaciones quedan:

N - m-g-cosa=0 — N =m-g-cos a

F-mgsena-Fr=0 - F=mgsena+ Ugi:N = m-g-sen a +
Mgi‘m-g-cos a = 300-9.8-sen 2.87° + 0.5-300:9.8-cos 2.87° = 147
+ 1468 = 1615 N




3. Cuerpos enlazados

Imagen de Paco Lozano en Flickr. CC_

Hasta ahora se han tratado casos de sistemas dinamicos simples en los
que existia un unico cuerpo, pero ésta no es la situacion mas comun que
podemos encontrarnos. La mayor parte de dispositivos y maquinas que
podemos observar a nuestro alrededor estan formadas por distintas
partes interrelacionadas entre si, de tal forma que algun fallo o problema
en cualquiera de ellas lleva asociado que el sistema en su conjunto deje
de funcionar. Estos sistemas dinamicos formados por mas de un cuerpo,
son mas complejos de estudiar que los sistemas de un unico cuerpo.

Piensa en el caso de un vehiculo con remolque. La fuerza de traccion del
vehiculo se transmite mediante el uso de un cable, cuerda o cadena.
Esto ocurre porque el cuerpo que une al vehiculo y al remolque se tensa.

Importante


https://www.flickr.com/photos/plozano/5360180826/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/

Denominaremos tensiodn a la fuerza de interaccion ejercida entre dos
cuerpos cuando uno de ellos transmite un movimiento a otro
mediante un dispositivo material. Esta tension se representara por Ty
se trata de una fuerza de accidn-reaccion sobre el intermediario,
normalmente una cuerda o cable.

Para simplificar el estudio, las cuerdas y cables utilizados en toda esta
seccion seran "ideales", es decir no tendrdn masa y seran inextensibles y
capaces de soportar cualquier tension.

Importante

Los cuerpos que estan enlazados se mueven con la misma velocidad
y aceleracion, coincidiendo por tanto el espacio recorrido por cada
uno de ellos. Ademas las tensiones en los extremos de la cuerda son
iguales y de sentido contrario.

Para simplificar el estudio, las cuerdas y cables utilizados en toda esta
seccion seran "ideales" con las siguientes caracteristicas:

e No tendran masa (luego no habra fuerza peso)

e Seran inextensibles (y por lo tanto no almacenaran energia elastica
en su interior y las distancias seran constantes)

e No se romperan (capaces por tanto de soportar cualquier tension)

Evidentemente, esto no es asi en la vida real, pero supone una
simplificacion aceptable en cuanto permite el estudio de los cuerpos
enlazados con unas ecuaciones mucho mas sencillas, ya que con estas
condiciones podemos afirmar que las tensiones son iguales en los
extremos.



Veamos la razon:
T T

~al i

Imagen de elaboracién propia

La ecuacion correspondiente a la cuerda es T - T' = m-a, pero dado que
la cuerda no tiene masa (m = 0), entonces T = T' y por tanto las
tensiones son exactamente iguales.

En resumen, podemos afirmar:

Importante

Los cuerpos que estan enlazados se mueven con la misma velocidad
y aceleracion, coincidiendo por tanto el espacio recorrido por cada
uno de ellos. Ademas las tensiones en los extremos de la cuerda son
iguales y de sentido contrario.




3.1 Plano horizontal

El ejemplo mas sencillo de cuerpos enlazados es el conjunto vehiculo-
remolque. Esta situacion se presenta en situaciones como en un tren,
entre la locomotora y los vagones que arrastra, 0 en un coche que
remolca una caravana.

Cuerpos enlazados en el plano

F
wrsrra ' E—

¥ 1
= *

Imagen de elaboracién propia

Importante

A la hora de resolver un problema de aplicacion de las leyes de la
dinamica en un sistema de cuerpos enlazados, es importante que
sigas ordenadamente las siguientes pautas:

1. Identifica los distintos cuerpos que intervienen en el problema
(recuerda que, en lo que a este tema se refiere, las cuerdas no
son cuerpos como tales, sino simplemente el medio transmisor
de la fuerza de Tension)

2. Identifica las fuerzas que se ejercen sobre cada cuerpo, asi
como su origen, tipo y direccion. Ten en cuenta que la Tension es
una fuerza de accion y reaccion aplicada en ambos extremos de
la cuerda con sentido contrario en cada cuerpo.

3. Dibuja un diagrama de fuerzas lo mas simple posible, pero que
contenga toda la informacidon que se haya suministrado. El punto



de aplicacion de todas las fuerzas sera el centro geomeétrico del
cuerpo sobre el que actuan.

4. Escoge un sistema de referencia cartesiano de forma que uno de
los ejes coincida con la direccion esperada de movimiento del
conjunto. Este sistema de referencia debe ser el mismo para
todos los cuerpos intervinientes.

5. Descompdn todas las fuerzas en sus componentes segun los ejes
del sistema de referencia.

6. Aplica la segunda ley de Newton para cada uno de los cuerpos
por separado y en cada uno de los ejes.

;Qué cambia respecto al tratamiento que hemos dado al problema de
un cuerpo sobre una superficie horizontal? Pues evidentemente ahora
tenemos dos cuerpos por lo que tendremos que aplicar la 2% ley de
Newton a ambos cuerpos y ademas tenemos una fuerza nueva, la
Tension de la cuerda, que actua sobre ambos cuerpos. De hecho la
cuerda tira hacia atras del cuerpo 1 en reaccion a la fuerza hacia delante
que ejerce este sobre la cuerda, y esta fuerza se transmite integramente
(por eso decimos que la cuerda se comporta de forma ideal) al segundo
cuerpo.

Si dibujamos todas las fuerzas el diagrama quedaria como muestra la
siguiente imagen:



Cuerpos enlazados en el plano

Imagen de elaboracidn propia

En este caso todas las fuerzas son horizontales o verticales por lo que
tomando como sistema de referencia los ejes en direccion paralela y
perpendicular al plano, no necesitamos descomponer ninguna de las
fuerzas presentes. Ahora tenemos hacer un balance de las fuerzas a
favor y en contra en cada cuerpo y en cada eje. Supondremos si hay
desplazamiento este ocurrira en la direccion paralela al plano por lo que
la aceleracion vertical es cero. Segun esto, se pueden escribir las
ecuaciones dinamicas de cada uno de los cuerpos:

Cuerpo 1:
Ni-mqg=0
Cuerpo 2

T_F'T'E — mglﬁ-g
No—myg=0

Suponiendo que el conjunto de ambos cuerpos se mueve, sabemos que
existe una relacion entre la fuerza normal y la fuerza de rozamiento:



Fo=uNy
Frog=p-Ny

Si sustituimos en las ecuaciones anteriores obtendremos:

Cuerpo 1:

F-T—p-Ni=mqaq
Ni-mqg=0

Cuerpo 2:

T—p-Nog=myaq
No—mqg=0

Normalmente la fuerza F sera un dato del problema y tendremos que
determinar la aceleracion de ambos cuerpos. Si te fijas tenemos 4
ecuaciones y 5 incognitas (T, N4, Ny, a4, a5). ¢Imposible de resolver? No,
suponemos que ambos cuerpos, al estar unidos por la cuerda, se
desplazan de forma solidaria y por lo tanto tenemos una Unica
aceleracion. De la segunda y la cuarta ecuacidon podemos despejar el
valor de las normales N¢y N5 y sustituir en las ecuaciones 1y 3.

Cuerpo 1:

Ni=mqg

F-T-pmi-g=mqa

Cuerpo 2:

Ny= Mo g

T—pirma g = Mya

Si te fijas ahora tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas, la tension (T) y la aceleracion (a).

F-T-pmyg=mqea

T—pprmo g =mqa

Despejando la tension de una...



T =mqgatp-mqgg

y sustituyendo en la otra podriamos despejar la aceleracion y conocida
esta podriamos determinar el valor de todas las demas fuerzas
desconocidas.

F—my-a—p-mo-g—p-mq-g =mq-a
F—firigg—f4-my g = My-a+mg-a = (m;+mq)-o
F—,u-l:ml—kmg}-g = (m1—|—m2)-a

” F—u(my+mq)g

Ten en cuenta de que en los problemas que tengas que resolver,
normalmente, sustituiras los valores de cada dato y no tendras que
manejar expresiones tan complejas. Lo importante es que entiendas el
procedimiento general que esencialmente consiste en dibujar las fuerzas
a los dos cuerpos, aplicar la 2* ley de Newton a ambos y resolver el
problema matematico que no es nada complejo.

@ Caso practico

Un camiodn ligero de masa 10000 kg arrastra un remolque cargado
cuya masa total es de 5000 kg. El motor del camion ejerce una
fuerza de 80000 N. Si el coeficiente de rozamiento dinamico entre el
suelo y los neumaticos es g = 0.4:

a) Dibuja el diagrama de fuerzas correspondiente y escribe las
ecuaciones dinamicas.




Imagen de elaboracién propia

Las ecuaciones dinamicas correspondientes seran:
e Para el camion:

F - Fr1 -T = m1-a
Ny =myg

e Para el remolque:

T - Fr2 = Moy-a
Ny = my-g

b) Calcula la aceleracion con que se mueve el conjunto.

Tenemos que resolver las ecuaciones dinamicas de nuestro caso
de estudio. Como se mueven, existe una relacion entre las
fuerzas de rozamiento y las fuerzas normales:

Fri=H. Ny




Fro=H. Ny

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores, el valor de las fuerzas

de rozamiento, obtenemos:
e Para el camion:

F - M. N-| -T = m1-a
Ny =my-g

e Para el remolque:

T-H. Ny =mya
N = mag

Despejando las normales y sustituyendo su valor en
ecuaciones 1y 3 obtenemos:

F-pdg.myg-T=mga
T-Md. myg=mya
Sustituyamos los valores que nos da el problema:

F=80000 N
m1=10000 kg
my=5000 kg
N=0.4

g=10 m/s?

en las ecuaciones

80000 - 0.4. 19008-10 -T = 10080-a  —
80000 - 40000 -T = 19008-a — 40000 -T =
19000-a —» T = 40000 - 10080-a

T - 0.4. 500010 = 5000-a — T - 20000 =
5000:a

las




Una vez que se despeja la tension de la primera ecuacion,
sustituyéndola en la segunda:

40000 - 10000:a - 20000 = 5000:a
20000 = 5000-a + 10000-a
20000 =15000:a

a= 20000 :15000

a=1.33 m/s?2

c) ¢Cual es la tensidon que soporta el enganche entre el camion y el
remolque?

Para calcular la Tensidon basta con sustituir los valores en la
primera ecuacion despejada anteriormente:

T = 40000 - 10000.a = T = 40000 -
10000:1.33 = 26700 N

Reflexiona

El conjunto camidn y remolque del ejercicio anterior circula sobre una
placa de hielo que provoca la desaparicion de las fuerzas de
rozamiento. Si la fuerza realizada por el motor sigue siendo la misma,
;qué aceleracion alcanzara el conjunto? ¢Cual sera la tension del
enganche en esta situacion?

En este caso sigue siendo valido el diagrama del problema
resuelto anteriormente, con la unica diferencia que ahora no
existen fuerzas de rozamiento.




Las ecuaciones dinamicas correspondientes seran:

e Para el camion: F-T =mqy-a (N =mqgenelejey)
o Para el remolque: T = my-a (N = my-g en el eje y)

Sustituyendo de nuevo la ecuacidon del remolque en la del
camion obtenemos:
F-mya=mya
a(mqy+my) =F
a=F/(mq+my)
y por lo tanto la aceleracion resulta ser:

a=80000 /(10000 + 5000) = 80000/15000 = 5.3 m/s?
La tension se obtiene automaticamente sustituyendo en
T =mya=5000:5.3=26650 N
Puede observarse que es la misma que en el caso con
rozamiento, ya que en el caso de cuerpos enlazados en
movimiento horizontal la tension de la cuerda es independiente
del rozamiento existente.




3.2 Movimiento vertical

Dentro del conjunto de sistemas dinamicos
formados por cuerpos enlazados, otro caso de
particular interés es el de la polea, que nos
permite elevar un cuerpo mas comodamente al
poder aplicar la fuerza hacia abajo.

La polea mas sencilla es la polea simple, que
transmite directamente la fuerza realizada sobre la
cuerda hasta el cuerpo, tal y como se indica en la
imagen.

De nuevo la cuerda no tiene masa, es inextensible
y no existe rozamiento de ningun tipo entre la
polea y la cuerda.

@ Caso practico

mig

Imagen de elaboracion propia

Vamos a experimentar un poco con el siguiente simulador.



EJ—' Dinamica de dos masas que cuelgan de una polea

masa m’ | B N N masa m2
[12:0 kg kg
— 1040 — 100
@- C -
— 150 " eo
- Q-
— 200 " o0
T T [ A
T Fmi) = | 16.80| N
— - a{my)= I 1.:Ia|:l|rn.r5;2
|
@ T e Jv“ f(mz) = | 22.40| N
N a(mz) = I 1.40 | m/s?
mig tension (T) = [ 134_4| M

Mzg \, r

[

Comenzar

Pausa

i

Reiniciar
Simulacidn de Jesus Peias en Educaplus

Fija la masa del primer cuerpo en 15 kg y varia la masa del segundo.
¢ Como varia la tension?

La tension es tanto mayor cuanta mayor es la masa del segundo
cuerpo.

¢;Hacia adonde se mueve el sistema?

El sistema se acelera hacia el cuerpo 1 mientras la masa del
segundo es menor que la de este. Cuando la masa del segundo
cuerpo supera la del primero, el sistema se acelera en sentido
contrario.

¢Qué ocurre cuando las dos masas son iguales?

Las fuerzas peso son iguales e iguales a la tension por lo que el
sistema permanecera en reposo.
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@ Caso practico

La maquina de Atwood es una maquina simple de primera especie
cuyo esquema se indica en la figura. Las masas que cuelgan de la
maquina miden 20 y 10 kg respectivamente.

@

mag 1

Imagen de elaboracion propia

a) Escribe las ecuaciones del movimiento del sistema.

En este tipo de problemas la primera decision no es tanto
escoger el sistema de referencia (basicamente es un problema
unidimensional), sino elegir un sentido de giro de la polea,
determinado por el sentido de movimiento de la masa mayor. En
este caso gira en el sentido de las agujas del reloj, de forma que
el sentido del movimiento serda el de la fuerza msy-g. Las

ecuaciones seran:

Cuerpo 1: T-myg=mqa




Cuerpo 2; My 9—T=mqya

b) ¢Cual sera el valor de la aceleracion?

Sustituyendo los datos del problema obtenemos:
Cuerpo 1: T-10-10=10-a > T-100=10-a
Cuerpo 2: 20:10-T =20-a — 200—T =20-a

Sumando ambas ecuaciones, desapare la tension y obtenemos el
valor de la aceleracion:

T-1004+200-T =20-a+10-a
100=30-a

__ 100
4="3p

a=3,33m/s?

c) ¢Cuanto vale la tension de la cuerda?

Basta con sustituir el valor de la aceleracion en cualquiera de las
dos ecuaciones:

T-100=10-3.33
T-100=33.3

T=133.3N




@ Comprueba lo aprendido

Tenemos una maquina de Atwood en la que las masas de los cuerpos
son, respectivamente, mq = 2 kg y m, = 8 kg.

. Qué aceleracion experimentara el sistema al dejarlo en libertad?
O 108.25 m/s?

O 11.76 m/s?

O 588 m/s?

iIncorrecto!

iIncorrecto!

iCorrecto! Aplicando la formula calculada anteriormente: a = (M -
m)-g/(M + m) = (8 - 2)-9.8/(8 + 2) = 6-9.8/10 = 5.88 m/s?

Solucién

1. Incorrecto
2. Incorrecto
3. Opciodn correcta

¢ Cudl sera la tension de la cuerda?
Sugerencia




O  28.56N

O 3136 N
O 20.45N
iIncorrecto!

iCorrecto! Sustituyendo tenemos T = m-(g + a) = 2:(9.8 + 5.88) =
31.36 N

iIncorrecto!

Solucién

1. Incorrecto
2. Incorrecto
3. Opcidn correcta




3.3 Plano inclinado

Una vez vistos los ejemplos generales de cuerpos enlazados en una
dimension, es momento de ver el caso mas complejo que trataremos en
esta unidad: dos cuerpos enlazados en un plano inclinado. Este
problema no exige ningun conocimiento especial distinto de los que ya
se han estudiado, unicamente presenta una mayor dificultad en el
sentido de que algunas fuerzas no actuan en las direcciones de los ejes
elegidos, y exige aplicar lo aprendido tanto en el estudio de los planos
inclinados como en el de la dinamica de cuerpos enlazados. Por ello
resulta un buen candidato para finalizar el tema y servir de repaso de lo
anterior.

Para facilitar su estudio y poder practicar, nos serviremos de una
animacion, de funcionamiento muy sencillo. Te invito a que interactues
con ella. Cambiando los parametros (angulos y masas) podras ver como
se mueve el sistema en cada caso (una flecha encima de la polea te dara
el sentido del movimiento) y ademas, obtener los valores de cada una de
las fuerzas.

https://www.geogebra.org/material/iframe/id/vcKgKkaf/width/700/height/700/border/888888/s

Animacion de Enrique Garcia de Bu

»

Para resolver

analiticamente el caso que N /
ves, basta con considerar el | me,

estudio del sistema en dos - a\mg, T
planos inclinados, teniendo : " mg

en cuenta que la tensidn y | lm'g

la aceleraciéon seran las
mismas para cada uno de
los cuerpos.

Imagen de elaboracién propia


https://www.geogebra.org/material/iframe/id/vcKgKkaf/width/700/height/700/border/888888/sfsb/true/smb/false/stb/false/stbh/false/ai/false/asb/false/sri/true/rc/false/ld/true/sdz/false/ctl/false
https://www.geogebra.org/m/pSapQcQm

Pero vas a resolver un caso algo mas simple, en el que una de las
paredes es perpendicular al suelo. El esquema de fuerzas sera similar al
que puedes observar al lado de estas lineas.

En esta ocasion los angulos seran a = 30°, 3 = 90°.

En primer lugar se escriben las ecuaciones correspondientes a cada uno
de los cuerpos; para el cuerpo situado en el plano inclinado, éstas seran
las generales del plano inclinado que ya se calcularon sin mas que
sustituir F por la tension T, resultando:

T—m-g-sena—u-N=m-a
N =m:g-cosa

Para el segundo cuerpo, las ecuaciones son mucho mas simples por
tratarse de un sistema en una unica direccion. Lo unico que debe
tenerse en cuenta es que, como se ha tomado como sentido positivo en
el primer cuerpo el de la tension, en el segundo cuerpo el sentido
positivo sera aquel en el que la aceleracion es hacia abajo, ya que segun
hemos visto deberan ser iguales. Por todo ello las ecuaciones quedaran:

m-g—T=ma

en la hay que destacar que tanto la tension (T) como la aceleracion (a)
son iguales para ambos cuerpos.

Caso practico




En el problema descrito anteriormente (a = 30°, B = 90°) las masas
de los cuerpos son m = 8 kg y m' = 5 kg. Si los coeficientes de
rozamiento son Ygs = 0.5y Pyi = 0.2,

a) ¢El sistema se movera o permanecera en reposo? ;Cual sera el
valor de la tension de la cuerda(T)? Comprueba los resultados con el
simulador.

En primer lugar, debes encontrar el valor limite en el que el
sistema comienza a moverse, lo cual ocurre cuando a = 0. En
ese momento, puedes obtener el valor de la tension a partir de
las ecuaciones del segundo cuerpo: T = m'.g = 5-9.8 = 49 N.

El cuerpo no se movera siempre que la fuerza de rozamiento
maxima sea mayor que el resto de fuerzas en su mismo eje; en
este caso, cuando se cumpla. Fgr > T - m-g-sen a — Hgg'M-g-coOS A
> T - mg-sen a — 0.5.8.9.8.cos 30° > 49 - 8.9.8.sen 30° —
33.95N > 9.8 N.

Asi pues, la fuerza de rozamiento es mayor y el sistema no
presentara movimiento. Introduciendo los datos en el simulador
obtenemos la siguiente pantalla, que confirma los resultados
indicando que el sistema esta en equilibrio.
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b) Si se duplica la masa que cuelga (ahora m' = 10 kg), ¢se movera el
sistema? En caso afirmativo, scual sera ahora la tension de la
cuerda? ¢;Con qué aceleracion se movera? Comprueba los resultados
con el simulador.

De nuevo, para comprobar si existe movimiento, se calcula el
valor limite en el que el sistema comienza a moverse, lo cual
ocurre cuando a = 0. Entonces la tension tomaria un valor, a
partir de las ecuaciones del segundo cuerpo, de: T = m'.g =
10-9.8 = 98 N.

El cuerpo no se movera siempre que la fuerza de rozamiento
maxima sea mayor que el resto de fuerzas en su mismo eje, en
este caso, cuando se cumpla. Fgr > T - m-g-sen a — Hgg'M-g-coOS A
> T - mgsen a — 0.5-8.9.8.cos 30° > 98 - 8-9.8.sen 30° —
33.95 N > 58.8 N, lo cual evidentemente es falso y el sistema se
movera.

Se debera por tanto utilizar el conjunto de ecuaciones, que
resulta ser un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, la




tension y la aceleracion, teniendo en cuenta que el coeficiente
de rozamiento sera ahora el dinamico por existir movimiento.

T - m-g-sen a - Jgi:M-g-cos d = m-a
m'g-T=m'"a

Sustituyendo en la primera ecuacion T por su valor en la segunda
T =m'"g - m'a, obtenemos:

m'g - m“a - m-g-sen A - UgiMm-g:cos d = ma — a = (mg -
m-g-sen d - Pgi‘m-g-cos a)/ (m + m') —

— a = (10-9.8 - 8.9.8-sen 30° - 0.2.8-9.8.cos 30°) / (8 + 10) — a
= 45.22/18 — a = 2.51 m/s?

Para calcular la tension utilizamos la expresion anterior:
T=m'g-m-a=10-9.8 + 10:251=98 -251=729 N

Introduciendo los datos en el simulador obtenemos la siguiente
pantalla, que confirma los resultados:
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Reflexiona

Con la configuracion del plano inclinado anterior (a = 30°% 3 =90°y
coeficientes de rozamiento Pgs = 0.5y hgi = 0.2) colocamos un

sistema enlazado de cuerpos en el que el cuerpo colgante tiene una
masa m' = 1 kg. En el plano inclinado vamos colocando
sucesivamente pesas de 1kg. ¢Cual sera la masa (m) minima del
cuerpo situado en el plano inclinado para que el sistema comience a
moverse hacia la izquierda, es decir, para que el cuerpo colgante
comience a subir? Utiliza el simulador para encontrar la solucion.

Una vez introducidos los parametros en el simulador puedes
observar que hasta m = 14 kg el sistema permanece en
equilibrio, mientras que cuando m = 15 kg ya adquiere
aceleracion. Por tanto, seran necesarios 15 kg para que el cuerpo
comience a moverse descendiendo la rampa. Este resultado
puede observarse en las siguientes capturas de pantalla para los
valores de 14 y 15 kg:
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Imagen de elaboracidn propia a partir de Fislab Imagen de elaboracion propia a partir de Fislab

Para encontrar el valor exacto en el que el cuerpo empieza a
deslizar, basta con resolver las ecuaciones, buscando de nuevo
el valor limite en el que la aceleracion toma el valor cero. Como
en este caso la direccion esperada de movimiento es la contraria




a la de los problemas anteriores, tomaremos el eje en sentido
contrario, con lo que T sera negativa y el rozamiento tendra la
misma direccion de T:

T=mg=198=98N

FR > mgsen a - T — Megm-g-cos a > mgsen o - T —
M-+(Megg-COS A - g-sen d) > -T — m > -T / (Uegg'9-COS A - g-S€eN Q)
—m > -9.8 / (0.5-9.8:cos 30° - 9.8:sen 30°) > m > -9.8 / -0.66
— m > 14.92 kg

valor que coincide con el resultado del simulador.




Resumen

Importante

Cuando tengas que resolver un problema de aplicacion de las leyes
de la dinamica, es importante que sigas ordenadamente las
siguientes pautas:

1. Identifica las fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo, asi como su
origen, tipo y direccion.

2. Dibuja un diagrama de fuerzas lo mas simple posible, pero que
contenga toda la informacidon que se haya suministrado. El punto
de aplicacion de todas las fuerzas sera el centro geométrico del
cuerpo sobre el que actuan.

3. Escoge un sistema de referencia cartesiano de forma que uno de
los ejes coincida con la direccion esperada de movimiento del
cuerpo. La componente perpendicular al plano de movimiento se
denomina Normal mientras que la paralela al mismo es la
componente Tangencial.

4. Descompodn todas las fuerzas en sus componentes segun los ejes
del sistema de referencia.

5. Aplica la segunda ley de Newton en cada uno de los ejes.

6. Resolucion matematica del sistema de ecuaciones que resulta
para conocer los datos que se nos piden.

Importante

Por fuerza de rozamiento se entiende toda fuerza que se opone al
deslizamiento de un objeto debido a las interacciones entre las
superficies de contacto y/o el medio en el que se desplaza.



El valor de la fuerza de rozamiento es variable. Mientras no haya
deslizamiento, la fuerza de rozamiento coincide con las fuerzas
aplicadas en la direccion del deslizamiento hasta alcanzar un valor
maximo:

FRemam::U’e'N

Cuando se produce deslizamiento la fuerza de rozamiento se puede
calcular como:

Fra=pq N

Se cumple que para un mismo par de superficies que el coeficiente
de rozamiento dinamico es menor que el estatico.

Importante

En los problemas con rozamiento debes recordar siempre que
existen dos tipos de coeficiente de rozamiento (M), y utilizar uno u
otro en funcion del caso que tengas que resolver:

e Si el cuerpo no ha comenzado a moverse la fuerza de rozamiento
tiene un valor desconocido y sera una de las incognitas del
problema.

e Si el cuerpo esta a punto de moverse o quieres calcular en qué
momento comienza a hacerlo utilizaras el coeficiente de
rozamiento estatico (Jeg).

e Si el cuerpo ya se encuentra en movimiento, utilizaras el
coeficiente de rozamiento dinamico (ug).




Importante

Denominaremos tension a la fuerza de interaccion ejercida entre dos
cuerpos cuando uno de ellos transmite un movimiento a otro
mediante un dispositivo material. Esta tension se representara por Ty
se trata de una fuerza de accidn-reaccion sobre el intermediario,
normalmente una cuerda o cable.

Los cuerpos que estan enlazados se mueven con la misma velocidad
y aceleracion, coincidiendo por tanto el espacio recorrido por cada
uno de ellos. Ademas las tensiones en los extremos de la cuerda son
iguales y de sentido contrario.

Los cuerpos que estan enlazados se mueven con la misma velocidad
y aceleracion, coincidiendo por tanto el espacio recorrido por cada
uno de ellos. Ademas las tensiones en los extremos de la cuerda son
iguales y de sentido contrario.

Importante

A la hora de resolver un problema de aplicacion de las leyes de la
dinamica en un sistema de cuerpos enlazados, es importante que
sigas ordenadamente las siguientes pautas:

1. Identifica los distintos cuerpos que intervienen en el problema
(recuerda que, en lo que a este tema se refiere, las cuerdas no
son cuerpos como tales, sino simplemente el medio transmisor
de la fuerza de Tension)

2. Identifica las fuerzas que se ejercen sobre cada cuerpo, asi
como su origen, tipo y direccion. Ten en cuenta que la Tension es
una fuerza de accion y reaccion aplicada en ambos extremos de
la cuerda con sentido contrario en cada cuerpo.



. Dibuja un diagrama de fuerzas lo mas simple posible, pero que
contenga toda la informacion que se haya suministrado. El punto
de aplicacién de todas las fuerzas sera el centro geométrico del
cuerpo sobre el que actuan.

. Escoge un sistema de referencia cartesiano de forma que uno de
los ejes coincida con la direccion esperada de movimiento del
conjunto. Este sistema de referencia debe ser el mismo para
todos los cuerpos intervinientes.

. Descompodn todas las fuerzas en sus componentes segun los ejes
del sistema de referencia.

. Aplica la segunda ley de Newton para cada uno de los cuerpos
por separado y en cada uno de los gjes.
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