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1. Introduccion a la derivada

Como ya sabes una funcion describe o expresa la relacion entre dos variables de forma inequivoca.
Una funcidn, por ejemplo, determinara la posicion de un astro o la temperatura de un lugar de la
atmodsfera terrestre en un determinado instante. Otra funciéon determinara la presion de un gas en
relacion con la temperatura, o el volumen de ventas de una empresa en relaciéon con la inversion en
publicidad...

Una funcidn es la materia prima a partir de la cual pueden surgir nuevas cuestiones. Una sumamente
importante es: {Podemos medir los cambios en la variable dependiente respecto de los cambios de
la variable independiente? Asi “un hombre del tiempo” se preguntarda: ¢Se estan produciendo
cambios bruscos en la temperatura? O dicho de otra manera: éSe estan produciendo grandes
variaciones en la temperatura en pequefas variaciones de tiempo? éSe estd acelerando el cambio
climatico o el efecto invernadero? ¢Cuando los ingresos de una empresa disminuyen?

Para responder a tales preguntas es necesario comparar la variacion de la variable dependiente al
variar la variable independiente. Esta es precisamente la idea de derivada.

Pero antes de comenzar te deseamos...

; guue lamasa por la
derivada dela
velocidad respecto
al tiempo te
acompaiie

Imagen modificada en Flickr de ecastro bajo CC
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1.1. Variacion media y variacion

instantanea

Tasa de variacion media

Imaginate que este viaje por las funciones lo
hacemos en tren. En este medio de locomocion
no tenemos la oportunidad de mirar el
velocimetro como en un coche para saber a qué
velocidad nos desplazamos. Pero si la curiosidad
nos inunda podemos acudir a un simple calculo,
hacer el cociente entre el espacio recorrido y el
tiempo que hemos tardado en recorrerlo, de esta
forma, obtendremos la velocidad media entre dos
instantes del viaje.

Esta velocidad media, nos permite comparar la
variable dependiente (el espacio) y la variable
independiente (el tiempo), es decir, nos podemos
hacer una idea de si el vehiculo circula rapido o
lento en un determinado periodo de tiempo.

Reflexions

Fotografia en Flickr por Guillermo Puglia bajo CC

Un vehiculo hace el trayecto de Cérdoba a Madrid. Sale a las 7 de la mafiana y llega a
las 12 del mediodia. éCual ha sido su velocidad media?

IMostrar retroalimentacion|

| Si situdsemos a Cérdoba en el origen (km 0) para la determinacién de la posicién,
i Madrid estaria en el km 405. Su velocidad media o variacion media en el intervalo

. de tiempo [7,12] seria, pues,

/rpoortante

Dada una funcidn y=f(x) se llama variacién media de [ en un intervalo

[a,b] al cociente:

Ay f(b) - f(a)

T.V.M.;[a,b] =

Ar

Al ser la variacion media un cociente de variaciones las unidades en que se expresa
son también cociente de unidades. Por ejemplo la velocidad media se mide en km/h,

la temperatura media en °C/h, el precio medio en €/kg...

T—

T

En el siguiente video de juanmemol puedes ver un ejemplo resuelto del calculo de la tasa de
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variacién media de la funcion f(z)= 2243241 en el intervalo [-2,1]:

Observa la siguiente escena de Geogebra. En ella puedes ver el calculo de la tasa de variacion media
de dos puntos cualesquiera (solo tienes que manipular los puntos verdes) y la relacién que guarda

con la recta secante a la curva f(«’C) =24+4+2T en esos dos puntos.

GeaGebra

/rporcante
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es la pendiente de la recta secante a la grafica de f que pasa por los puntos

(a'lf(a)) y (b:f(b)) .
—""'_,,,-; —T—

Con frecuencia las variaciones medias en intervalos grandes son poco interesantes. Por ejemplo
cuando la guardia civil de trafico o un radar intenta medir la velocidad de un coche en un
determinado punto de la carretera de nada serviria la velocidad media a lo largo de todo el recorrido.
Intuitivamente sabemos que la velocidad es un concepto local, puntual y las medias nos
proporcionan aproximaciones al mismo, que a veces pueden rayar en el absurdo. Si aplicamos el
concepto de variacion media a un vehiculo que saliera de un determinado punto y volviera al mismo,
deberiamos concluir que su velocidad media es 0 (comprueba qué ocurre en la escena anterior
cuando g y §p coinciden).

Tasa de variacion instantanea o variacion media
centrada en un punto

¢Qué hace un radar en la carretera para calcular la
velocidad de un vehiculo? Toma dos fotografias en
intervalo de tiempo reducido y a partir de ellas calcula la
velocidad media que ha de ser bastante aproximada a la
velocidad que llevaba el vehiculo en cualquier instante
intermedio. Algo similar se hace en matematicas para
calcular la tasa de variacién de una funcién en un
determinado instante. Se centra la consideracion en dicho
instante y se introducen pequefias variaciones a partir del
mismo.

Si ahora volvemos a las funciones y, teniendo en cuenta
que } es mayor que g, se puede expresar § como
a-+h , donde } seria un nimero real y positivo, y de
esta forma la tasa de variacion media se podria expresar
con la siguiente formula:

Ny fla+h) - fa)
Ar h

Fotografia en Flickr por brewbooks bajo CC

TV.M.¢[a,a+ h] =

Si h se aproxima a cero, el punto b=a-+h se aproximarad al punto g vy la tasa de variacién
media tendera entonces a un valor que denominamos tasa de variacién instantanea de la funcién

en el punto g . Que si hablamos en términos de velocidad, seria justo la que marca el
velocimetro de nuestro coche en un determinado momento.

{
| = Inpoortante —

La tasa de variacién instantanea de una funcién f en el punto g es:

TV.I.,(a) = lim 1@+ — /(@)
] h—0 h
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Ejercic/o reswuelto

Calcula la tasa de variacion instantanea de la funcién f(x) = 12 en r =29

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

§ 2 ‘ 2 o
TV I = lim = lim = lim

h—0 h h—0 h h—0 h

= lilll h~ + 4" — lilu h(h—+4) — lilll(h 4 4) =4
h=0  h h—0 h h—0

La tasa de variacion instantanea de f en =19 es4.

..................................................................................................................................................
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2. Derivada de una funcion

En algunas ocasiones cuando intentamos explicar algo a alguien y nuestro receptor no nos entiende,
procuramos utilizar otras palabras o expresiones para decir lo mismo.

En matematicas ocurre algo parecido. Por ejemplo, si recurres a algin amigo que haya estudiado
matematicas en bachillerato y le preguntas por la tasa de variacién instantdnea, probablemente te
diga que desconoce ese concepto, sin embargo, si le preguntas por la derivada de una funciéon en un
punto o por la pendiente de la recta tangente a esa funcidén en ese punto, la respuesta sera distinta.

En el siguiente video, puedes redescubrir conceptos vistos en el apartado anterior:
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2.1. Derivada en un punto. Funcion derivada ?31' A\

Derivada en un punto

Como has visto en el video anterior, el
comportamiento estable de la variacion media en
el entorno de un punto permite definir “la tasa de
variacion instantanea” o lo que en lenguaje
matematico se denomina derivada de la funcion
en un punto.

Irpoortante

Fotografia en Flickr por taivasalla bajo CC

Si tenemos una funcidn f(«"?) llamamos derivada de la funcion en un punto
r—a a la tasa de variacién instantdnea de la funcion f en el punto g vy se

/
denota por f (a) . Asi, segun la definicion tenemos que:

1'@ = Jim,

flat+h)—f(a)

h

Recuerda que para que exista este limite, deben existir los limites laterales y coincidir.
Asi, de la misma forma, podemos definir las derivadas laterales como:

@ Derivada por la derecha:

. a+h)— fla

@ Derivada por la izquierda:

En el caso de que ambos limites coincidan diremos que la funcion es derivable en el

punto g .

I

Haciendo un simple cambio de variable (x:a—l—h) la derivada de f en un punto =g

podemos expresarla también de la siguiente forma:

8de52
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/rpoortanite —

Estudiar la derivabilidad de una funcidn f en 5 — g consiste en averiguar si la
funcion es derivable en ese punto.

Ej/ercricrio resuelto

' Curso 2010/2011

(Continuacion)

Estudie si la siguiente funcion es derivable en

:c2 6 s1 <3
Universidades Pablicas f (x) . >3
de Andalucia 81l T~

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

EEn el tema anterior vimos que en £ =3 la funcién es continua, que es un
| requisito indispensable para que la funcion sea derivable. -

i Ademas de la continuidad, se tiene que cumpllr gue la funcién sea derivable en

—f(3) -
i £ =73, es decir que exista f (3) - l x—3 . Por tanto deben existir Ios§
limites laterales y ser iguales: ’
lim fl=)—f3) lim fl=)—f(3)
o + =3 - z—3
r—3 r—3

Estudiemos cada limite por separado:

lim fe /) _ lim == %2_1_3 lim 2=22 _ i 43-2) lim 2=
-3t 3 o3t = 3T (x—3) -3t a( 3)_x—>3+£ R
a:—>3_ &= 3 3_ &= 3 zo3 T3 ;537

' Como ambos limites no coinciden la funcidn no es derivable en £ =73 .
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..................................................................................................................................................

Interpretacion geomeétrica de la derivada

Geométricamente, la derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcion en dicho punto, ya que las rectas secantes en el entorno de
un punto tienden a confundirse con la recta tangente en el punto a medida que los incrementos se
hacen mas pequenios.

Ejercicio reswuelto

Halla la pendiente de la recta tangente a la grafica

@ =5

en el punto de abscisas £ —=-2 .

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

é : o . /
i Recurrimos a la definicion de derivada y calculamos f (—2) :
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Luego la pendiente de la recta tangenteen £ ——-9 es —2 .

Funcion derivada

Dado que la derivada es un concepto local, podria definirse la funcién derivada en aquellos puntos en

que la funcién primera o primitiva es derivable.

I—

/rporzance

Si tenemos una funcion f(x) denominamos funcion derivada de f respecto a la
variable 4 a una nueva funcidn que para cada valor 4 nos proporciona la

derivada de la funcién en el punto 4 . A la funcién derivada de f(x) la

! L
denotaremos f (x) , aunque también la puedes ver representada como df(z) . De

dx
esta forma tenemos que:

£ @ =" = Jim LR

Recuerda que con esta definicion, la funcion derivada nos proporciona, para cada
punto 1 , la pendiente de la recta tangente a la funcién en punto 1 .

Ejercic/o resuelto

Calcula la funcién derivada de f(z)=z2-2z

11 de 52
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! Para probarlo, vamos a obtener la derivada de f(x)=x2-2x en un punto cualquiera,
i X, :

feth)-f@) | (@+h)P-2-@+h)-22420
h

en _ _
7@ =i, =i A -
_ o BRA2oh2h k- (At20-2)
“hS0 R TpSo A -

..................................................................................................................................................

En la siguiente escena de Geogebra, distinguimos como va surgiendo la derivada de la funcion
f(x) =z3 de la manipulacién de su pendiente.

GeaGebra

Applet de GeoGebra por Patricia Pérez

Cornprueba o Jrreraic/o

Utilizando la escena anterior, rellena los siguientes espacios en blanco:

1. f'(x) le asociada a cada valor x la | | en el punto x, que es la
| | de la recta tangente en x.
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3. La derivada de f(x)=x3 es f'(x)= I:l (las potencias las insertaremos
utilizando ~, por ejemplo x° lo expresamos x~5)
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2.2. Calculo de derivadas

El tiempo es oro

Te proponemos un reto, coge tu reloj y calcula una derivada
mediante la definicidon, aunque dependera de la funcidn elegida
el resultado seguro que es mas del esperado. Pues bien en
este apartado, nos dedicaremos a desarrollar unas formulas
gue nos permitan calcular derivadas de una forma mas
operativa, ya que la derivada de una funcién no deja de ser
una herramienta que utilizaremos para diferentes aplicaciones.

Derivadas de funciones elementales

Todos los resultados que aparecen en la siguiente tabla son
fruto de aplicar la definicion de derivada de una funcién. Te
recomendamos que para no tener que recurrir una y otra vez a
esta definicién, te aprendas el siguiente cuadro. No te asustes
es mas sencillo de lo que parece, el secreto esta en la practica.

Expresion Expresion
il analitica Daiiaee abreviada
Constante flx)=k fx)=0 k=0
eilad | J@=x | J@-1 =
Potencial fx)=x" f)=m™ (x"‘) =™

Raiz cusdada | f(5) = s f{:)=ﬁ; (J;)'= Z}E
i (W= | f@=— ) =]

nixr nix™

Exponencial | f(x)=¢' fw=¢ ) =¢
Bpnencal | =g | fW=0@e | () =t(o)e

de base a

Lopimics | f(5)-Gs) | f0)= h’(x)ﬁ;
1 ogaritmi _ = b )=
EE?HTT S0 =log,(x) f(x)_ln(a).t hits) In(a)x

Smo | J()=senl) | f(¥)=cos(x) | sen(x)=cos(x)
Coseno f(x)=cos(x) | f(x)=-sem(x) | cos(x)=-sen(x)

Tugene | S(9)=15(0) f'w=ﬁf@ . “"_’(‘n; J

Imagen de elaboracién propia

[rportante

14 de 52
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suma | (f4g)=fg

La derivada de la suma de funciones es la suma de las
derivadas de estas funciones.

Resta | (f-f)=f"y

La derivada de la diferencia de funciones es la diferencia
de las derivadas de estas funciones.

Producto (f'g)/:f/-ﬁg"

La derivada del producto de dos funciones es igual a la
derivada de la primera por la segunda sin derivar mas la
segunda derivada por la primera sin derivar.

Iy
Cociente (I) :Lg/'f

La derivada del cociente de dos funciones es igual a la

derivada del numerador por el denominador sin derivar

menos la derivada del denominador por el numerador

sin derivar, y todo ello dividido por el denominador al
cuadrado.

Producto por /
un namero | & f) =6

La derivada del producto de un nimero real por una
funcion es igual al nimero real por la derivada de la
funcion.

Composicion | =}

Regla de la cadena

I

Veamos unos ejemplos en la siguiente presentacion

1of 9

Reglas de derivac

y
ejemplos

Presentacion en Slideshare por Patricia_Perez

La mejor forma de aprender a derivar es derivando, asi que aqui tienes unos videos del Profesor de
la Escuela Técnica Superior de Ingenieria Juan Medina Molina. En concreto, la lista de reproduccion

tiene 109 videos, de menor a mayor

dificultad. Paciencia y mucho dnimo:
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Ejercic/o resuelto

‘Y

Curso 2009/2010

Calcule la derivada de la funcion:

1
y=vz-I+33

Universidades Publicas IMostrar retroalimentacién|
de Andalucia

' El primer paso para calcular esta derivada es '
i recordar que la derivada de una suma es la
i suma de las derivadas. Por lo tanto, por un'
lado derivaremos la raiz y por otro el cociente.

~ / L/_ 1, MeH-del _253
=) = G T

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Ejercrc/o reswuelto
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Curso 2010/2011

Calcule las derivadas de las funciones:

19=22 | &)= (e2-2)(s3+22)

Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

.................................................................................................................................................

| (1) Derivada de un cociente

p— 2(2—x 3x—3(2—1)?
(x)( ) L= ( )((;)x)Q( )

Aunque con esto ya habriamos contestado al ejercicio, es
recomendable (siempre que haya tiempo y tengamos certeza en lo que
hacemos) simplificar. De esta forma, la derivada quedaria:

f/( )= —122+622—3-(4+22—4x) —12x4622—12—3224+12zx  322—12 a‘Q—‘lE
§ L= 9x2 - 9x2 — 92 T 312

(2) Derivada de un producto
9(2) = (£2—2)(z342x) = ¢/1z) = 2z-1)-(£3+2z) +{£2—)-(302+2)
Al igual que en el apartado anterior podemos simplificar la derivada:
g/(2)=22%+412-23-22435%44222-323 -2 =52%-4234622-4z

Para resolver este producto de polinomios podriamos haber optado por
multiplicar primero y luego derivar, pero el resultado es el mismo.

..................................................................................................................................................

Derivadas sucesivas

¢Cudl es el resultado de derivar una funcidon? La respuesta es sencilla, una nueva funcidon que
llamamos funcion derivada. Por lo tanto, podemos derivar también la derivada, obteniendo otra
funcién llamada derivada segunda. Si derivaramos esta nueva funcién, obtendriamos la derivada
tercera, y asi sucesivamente. Este proceso podemos repetirlo en ocasiones indefinidamente (prueba

a hacerlo con f(x) =gz ). Es como si de un efecto domind se tratara.
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/rpoortante —

A la derivada de una funcion también se la denomina derivada primera. Si volvemos
a derivar la derivada primera de una funcion, obtenemos la llamada derivada
segunda; la derivada de la derivada segunda se denomina derivada tercera; y asi
sucesivamente. Estas son las llamadas derivadas sucesivas de una funcidn:

fgflgf"gf”'g...

Ejercic/io reswuelto

’

Curso 2012/2013

Calcule la derivada de la funcion:
r34+5x246x—1

f(x) = +1

IMostrar retroalimentacion|

Universidades Publicas : . .

p : Derivada de un cociente

de Andalucia ; 5

i) (x 4557 +6x-1) " (x+ 1) - (x4 507 +6x-1) - (x+1)" |

X)= =i

' (x+1)? g

(35 + 10x+6) - (x+1) - (° +5x°+ 6x-1)
(x+1)?

Este seria la derivada sin simplificar. Para
: obtener la simplificaciéon tendriamos que

i desarrollador las operaciones que se

i encuentran en el numerador y simplificar.
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3. Estudio de funciones _ 4—"\\

En el apartado anterior has aprendido a derivar una funcién. Pero épara qué sirve derivar? Como has
visto a lo largo de todo el curso, hemos intentado ensefarte las aplicaciones practicas de todo lo que
estas estudiando, y esta vez no iba a ser menos. Ya conoces alguna de las aplicaciones, como puede
ser averiguar la ecuaciéon de la velocidad de un mdévil derivando la del espacio que recorre, o la
ecuacion de la aceleracion a partir de la velocidad. En este apartado veremos algunas otras
aplicaciones relacionadas con la representacion grafica de funciones.
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3.1. Dominio, simetria, cortes y asintotas i 2 7are)

Vamos a comenzar el estudio completo de una funcion que
desembocara en la representacion grafica de la misma.
Pero antes hazte la idea de que eres un pintor profesional,
y que estas a punto de realizar un trabajo que se te ha ;
encargado. Supongo que si consigues meterte en ﬁ,
IL.-P'
ol

situacién, ya estaras pensado en tu lienzo y en el boceto.
Pues bien, si es ese el caso ya estas listo para comenzar:

Dominio de una funcién. Tamaiio del lienzo (e ;} Ay
Sy 7 {

El estudio del dominio de una funcién, va ligado a todas
sus caracteristicas. Influye en el estudio de la continuidad
de la funcién y por lo tanto en las asintotas, monotonia
(crecimiento y decrecimiento)... Es por ello por lo que
siempre es el primer paso que tenemos que dar.

Fotografia en Flickr por
Meet The Chumbeques bajo CC

¢Recuerdas cdmo se calculaba el dominio de una funcién? Aunque suponemos que si, para hacer
memoria puedes ver el siguiente video:

Si leiste en su momento las orientaciones del alumnado, quizas te llamara la atencién la siguiente
frase: "El orden y la claridad de exposicion asi como la capacidad de sintesis son factores que seran
tenidos en cuenta [...]". Por eso es conveniente que te acostumbres a utilizar la notacién adecuada
en cada momento.

/rporcante

Notacion
El dominio de una funcion se indica en forma de intervalo o entre llaves.

De esta forma, si una funcion f tiene por dominio los puntos comprendidos entre
a Y b (con }p noincluido), lo expresamos como Dom f — [a ; b
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ejempio, Si escripirmaos LIV J — INT 174 enuonces €l
dominio de nuestra funcion seran todos los numeros reales

excepto el punto £ =-—1 .
Observa que para hablar de todos los nimeros reales utilizamos
laletra R (como ya vimos en la unidad 1). 5 9 0 1 =2
-_ ] [
Dominio
Imagen de elaboracién
propia
- _ g T .

Ejercic/o reswuelto

=57
Consideramos la siguiente funcién racional: = rd—4

Perseguimos realizar la representacién grafica de esta funcion. Para ello, en esta
ocasién te pedimos que calcules el dominio de la misma.

IMostrar retroalimentacion|

: Dominio: dado que es una funcién racional su dominio son todos los nimeros
i reales que no anulen el denominador. ‘

Calculamos los valores que anulan el denominador:
%Asi el dominio de f(x) es lR—{—2,2} = (_001_2)U(_212)U(2:+°°) , €s decir%

i todos los numeros reales menos el -2 y el 2.

Y ahora a trazar las primeras lineas y puntos.
Simetria de la funcion

Recuerda que otro de los aspectos que estudiamos de las funciones es la simetria.

Irpoortante —

Una funcién es simétrica respecto al eje de ordenadas (OY), si para todo valor,

1 , de su dominio se cumple que: f —$)=f($) . En este caso decimos que la
funcion es Par.

Una funcién es simétrica respecto al origen de coordenadas, si para todo valor,
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Aunque existen funciones de los dos tipos descritos, Par e
Impar, lo mas frecuente es que una funcidon no presente
ningun tipo de simetria.

Imagen de elaboracién

propia

—""',,.ri — T

Puedes practicar con el siguiente applet de Descartes el concepto de funcién Par/Impar.

Completa |a grafica en tu cuaderno
sabiendo que es una funcién PAR

Funcion
PAR

desdplar

Arrastra para desdoblar el plano
y comprobar la solucion

OTRO EJERCICIO

Escena de Maria José Garcia Cebrian en Proyecto Descartes. Licencia CC

Ejercic/o reswuelto

@)=
Consideramos la siguiente funcién racional: = rd_4

Te pedimos que estudies la simetria de la misma.

IMostrar retroalimentacion|

' Simetria: Calculamos

| P
=R =5 1

(—=z)?—4 147
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Puntos de corte con los ejes

Hay unos puntos que tienen especial interés, aquellos en los que la grafica corta a los ejes de
coordenadas.

[rportante

El punto de corte de la funcién con el eje vertical, el de
ordenadas, es aquel en el que la variable se hace cero.
Por lo tanto, basta anular la variable en la funcién para
obtener la ordenada del punto de corte. Es decir, en la

funcion ¥ = f(x) sera un punto de la forma (0 ) f(O)) .

Por su parte, el corte de la grafica de la funcién con el eje
de abscisas, el horizontal, correspondera a un valor de | * ' _|° ' # 3
que anule la funcién. Es decir, si se verifica que Puntos de corte
-2qcon los ejes

(a) =0, entonces el punto de corte con el eje 5
. a 0 Imagen de elaboracion
horizontal sera &, . .
propia

B —_ .

Si pinchas en la siguiente imagen puedes practicar el calculo de los puntos de corte con los ejes de
varias funciones, todas ellas correspondientes a lineas rectas.

Dierermrind 35 codenadas de oS punios 38 Coms con s s 4 fa unciin
fix) =-x -2

Pararaler el punio-de corle ook & gje de

Gidenad

fi0} =-0-2 =22

SUSHRETIOS |8 X por

Pt tared o punbo €8 13,-2

P aler bos puntos de corte con sl
&j8 o2 absises debamas rescher 13

0= o -2

Imagen de elaboracidon propia

Ejercrc/o reswuelto
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@)=
Consideramos la siguiente funcién racional: ) = rd_—4

Calcula los puntos de corte con los ejes.

IMostrar retroalimentacion|

i Puntos de corte con los ejes:

Puntos de corte con el eje OX: Para calcular estos puntos resolvemos el S|gU|ente

sistema:
2—9
y= f(x) Y= ;2_4
y= 0 Y= 0

i Asi, tenemos que:

52 4—0=>a:2 —9= 0=>x2—9=>{

Por tanto los puntos de corte son P = (—3 0) y @= (3 0)

i Punto de corte con el eje OY: Para calcular este punto de corte resolvemos eI
' siguiente sistema: ‘

2
=0
02_

Por tanto tenemos que 4= 02—

w0

Asintotas

El estudio de las asintotas y ramas infinitas ya lo realizamos en el tema anterior junto con los limites
de una funcién. Pero al ser una caracteristica imprescindible para su representacion, vamos a darle
un pequefio repaso.

Si te fijas en las representaciones de rectas que hemos puesto como ejemplo durante estos temas
nos hemos encontrado varias veces con ramas infinitas, es decir, tramos de curva que se alejan
indefinidamente. Cuando una rama infinita se aproxima a una recta, a esta se le llama asintota de la
curva y a la rama correspondiente rama asintética.

Irpoortante —

Dada una funcion Y = f(x) cuya grafica es la curva (¢ se dice que la recta r es

una asintota de T) sila curva (& se acerca a s indefinidamente sin llegar a
coincidir con la propia .

I —
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Como una asintota es una recta, tenemos hasta tres posiciones distintas de una fekta con relacién a
los ejes. !

]
SIR I IR

-

1 2 3 4 =1

A. Vertical A. Horizontal A. Oblicua

Por ello, para cada funcidon pueden existir hasta tres tipos distintos de asintota.

La vertical existira si el limite de la funcién tiende a infinito cuando 4 tiende a un valor finito g ,
suvalorserd r—=g .

La horizontal y la oblicua las encontraremos cuando estudiemos lo que ocurre cuando la variable
independiente tienda a mas o menos infinito.

En el caso de funciones racionales podemos hacer un estudio particular para saber qué tipos de
asintotas tendran segun sean el numerador y el denominador. Veamoslo en el siguiente pdf.

Ejercic/o reswuelto

Dada la funcién f(:c) — X 7 - calcular sus asintotas verticales y horizontales.

T2

IMostrar retroalimentacion|

' Asintotas verticales

' Tendremos que estudiar para que valores el denominador £2—1 es 0, es decir, el ;
i dominio de la funcion. ’

En este caso las posibles asintotas verticalesson =1 v z=-1

[z=1

ETenemos que calcular el limite cuando £ —31 v el limite cuando £ — 11 dela
funcion. :
I o lim _ QL—l = —0o0 Ya que cuando tomamos valores muy préximos a 1

I — :
por la izquierda (valores menores que 1), el numerador tiende a 1 y el;
denominador a 0, pero por la izquierda, es decir, valores negativos. Por lo
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w 11m =400 Yyd que Cudlndo LiImdImnos vdiores Imuy proximos d 1

1+ r2—1= .
por la derecha (valores mayores que 1), el numerador tiende a 1 y el!
denominador a 0, pero por la derecha, es decir, valores positivos. Por lo tanto, |
el limite es mas infinito. Cuando nos acercamos a g — ] por la derecha Ia§

grafica de f(x) tiendea 400 .

E=—]

' Tenemos que calcular el limite cuando £ —1 vy el limite cuando £ —11 .

® lim _ :L"f—lz_oo . Cuando nos acercamos a g ——] por Iaé
izqui:rd_a)l_algréfica de f(-’r) tiendea —po .
o lim L =t Cuando nos acercamos a g ——] por Iaé
dereérh;,) Elgraflca de f(x) tiende a 400 .

' Asintota horizontal

| Para calcular la asintota horizontal, estudiamos el limite de la funcién en el infinito: |
: - w "
lim ——=3
r—ocox4—1

i Para resolver este limite dividimos numerador y denominador por la mayor
| potencia, en este caso xZ

1
. T 0
lim 2 = lim 1=0

r—ocox4—1 x—)ool_—

ra

| Por lo tanto, existe una asintota horizontal en ¥ = 0.
A continuacion, en la representacion grafica de la funcidon puedes ver como Ias
| ramas asintoticas se aproximan alasrectas =1 vy £=-1 . :

ra-

- e et S S E S E e E S e E

O O e L e R e e e e e s
[

Imagen de elaboracién propia
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Ej/ercricrio resuelto

Calcula la asintota oblicua de las siguientes funciones:

@ flo)=""10t

() glz)=221

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

E(a) Como la funcién es racional y el
igrado del numerador es una unidad
i mayor que el del denominador, nuestra 2 osaen 0
i funcion tiene una asintota oblicua. | f(x)=
iComo sabemos que la funcion es -
i racional tiene la misma asintota oblicua

x-3 |

i por los dos lados. Vamos a calcularla , ; : 4 ; : . >
en +oo . -60 -40 - D 20 40 60 5
: ' -20 : ' :
-40
. f@ . z246x49
m=lim ZF=Ilim == —=1 :
. z—o400” x40 743z §
L . z246z49 z24+62+9—(22-32) . 9z+9 |
n_:r—llrzll-oof(x)_l'x_x—l}r-rll-oo“’_:; _x_a'—l>+oo z—3 _x—lir-nl-oo z—3 _95

Por lo tanto, la asintota oblicua que buscamos es ¥ = £+9

i(b) Igual que en el apartado a,
i tenemos una funcién racional donde el
igrado del numerador es una unidad
i mayor que el del denominador, por lo
i que nuestra funcién tiene una asintota
i oblicua. Vuelve a tener la misma
i asintota oblicua por los dos lados al
iser una funcién racional. Vamos a

 calcularla en 400 . A )
. (= .. 21241
m=lim " =Ilm S—-=2
. I —+oo = +o00T4—3x
n=lim g(x)-2-x=li 252+1—2x— 1 o o lim 8241
A L T Fo0F—3 TS+ T3 T +oo T

..................................................................................................................................................
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Para terminar un video de juanmemol donde se estudian los tres tipos de asintotas para una misma
funcion.
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3.2. Monotonia y extremos ?3: D, 2

Monotonia (Crecimiento y decrecimiento)

Seguro que en los Ultimos meses (si no afios) has oido cientos de veces expresiones como "es
necesario promover el crecimiento" o "estamos abocados hacia un decrecimiento...".

CRISES UE

Paris quiere que el crecimiento esté mas
presenle en la accidn de la eurozona

CRITICA-CARRERAS B CAPTTAL HUMAND | TEXTOS Y DOCUMENTOS

Vivir mejor con menos

El decrecimienty econdmice, Lun reto o uns utopia?

Imagen de elaboracién propia

Si, son ideas asociadas a la economia y extrapolables a otros muchos ambitos de nuestra vida diaria
y como no, a las funciones que, por cierto, ya deberian formar parte de esa cotidianidad.

Ambos conceptos estan relacionados con la monotonia. Cuando a algo le damos la cualidad de
monodtono, queremos decir que no cambia, que no varia, que siempre tiene un mismo tono. Ya
sabes, asociamos algo monoétono a algo aburrido, precisamente por eso, porque mantiene unas
mismas caracteristicas, sin variacion alguna.

Pues bien, en Matematicas, cuando hablamos de estudiar la monotonia de una funcién, lo que
buscamos es analizar los intervalos en los que no se produce cambio alguno entre crecimiento y
decrecimiento.

Estudio de las caracteristicas de f a través del analisis de su derivada

El crecimiento y el decrecimiento de una funciéon son conceptos que ya hemos estudiado antes élo
recuerdas? Basicamente una funcidon es creciente si, al aumentar la variable independiente, r ,

también aumenta el valor de la funcién, f(x) . Es decreciente, si al aumentar el valor de g ,
disminuye el de f(x) . No olvides que las gréficas se "leen" de izquierda a derecha.

29 de 52



e

00 =

CRECIENTE: {-20,1) {5,422}

37 DECRECIENTE: (1,5)

Imagen de elaboracién propia

Veamos un ejemplo real: las siguientes graficas representan la velocidad y la aceleracion de un
coche. Si te fijas en la primera grafica, la velocidad aumenta hasta el minuto 10 y comienza a
disminuir desde entonces.

80 4

207

VELOCIDAD ACELERACION

Imagen de elaboracién propia

Mira ahora la grafica de la aceleracion équé ocurria hasta el minuto 10? Que la aceleracion era
positiva (pues su grafica queda por encima del eje de abscisas), y si la aceleracién es positiva
quiere decir que el coche acelera y por tanto su velocidad aumenta.

A partir del minuto 10, la aceleracién es negativa (su grafica queda por debajo del eje de abscisas),
por tanto esta decelerando y la velocidad disminuye.

Seguro que en fisica has estudiado que la aceleracidn es la derivada de la velocidad. Acabamos de
ver una relacion entre el signo de la aceleracion, y el crecimiento y el decrecimiento de la velocidad.
Esta misma relacién se da entre cualquier funcién derivable, y su derivada.
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/rrpoortante

Cuando hablamos de monotonia, nos estamos refiriendo al comportamiento de una
funcién respecto a su crecimiento o decrecimiento.

Sea f una funcion derivable en un intervalo (G 3 b) , entonces es:

@ Creciente en el intervalo (a 3 b) si f/($)>0 en todo el intervalo (‘1 ] b)

© Decreciente en el intervalo (a ] b) si f/(x)<0 en todo el intervalo (G 3 b)

T— -

Si pinchas en la siguiente imagen, descubrias una escena de geogebra con dos ejemplos, una
funcién polindmica y una racional, en la que puedes comprobar que se cumple lo que acabamos de
ver:

Funcién f(x) Derivada f ' (x)

Creciente Positiva (con linea discontinua)

Decreciente |Negativa (con linea discontinua)

¥ Funcién polindmica

™ Funcién racional ..
Lafunciéon,f(x)=x*-3 x*+5 es

Creciente en (-c0,0) U (2,+ 0)
Decreciente en (0,2)

Su derivada, f'(x)=3x*-6 x es

Positiva en (-e2,0) U (2,+ o)
Negativa en (0,2)

4 =] 5] 7 g

Como ya hemos comentado, lo relevante del importante anterior, es que ya no es necesario dibujar
la grafica para estudiar la monotonia. A continuacion tienes un ejercicio resuelto para que veas como
hacerlo. Después hay uno que tendras que resolver tu.
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Crecimientoy L

1of7

Presentacién en Slideshare por saulvalper.

Corprueba o Jpreraic/o

En una empresa estan teniendo pérdidas econdmicas, por lo que deciden poner en
marcha una serie de medidas a lo largo de los préoximos 6 meses con las que
pretenden remontar y obtener beneficios al finalizar dicho periodo.

Segun sus cuentas, los beneficios obtenidos por la e gresa al poner en marcha el
plan vienen dados por la funcion f(x) 21?4 24z +92$2 1202460 donde
 es el nUmero de meses.

Vamos a comprobar si con este plan de medidas la empresa mejorara los beneficios.
Para ello tendrds que estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de los
beneficios de la empresa.

@ Funcion derivada:

Para comenzar, calcula la derivada de la funcidon f(x) y completa los
espacios en bIanco (mclu& los signos correspondientes):

frx) =[xl | x| |

@ Obtener las raices de la derivada:

Resuelve la ecuaciéon f ' (x) = 0 para obtener las raices. Como es un
polinomio de grado mayor que dos, tendras que resolver con la Regla de
Ruffini.

Las soluciones son (de menor a mayor) x= D , X= D , X= |:| .
@ Estudiar el signo de la derivada:

Hemos obtenido cuatro intervalos. Estudia el signo de la funcién derivada
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En el intervalo ( [I , [I ) la derivada es (positiva/negativa)

En el intervalo ( D , D ) la derivada es (positiva/negativa)

En el intervalo ( |:| ,+0) la derivada es (positiva/negativa)

@ Estudiar la monotonia:

Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, podemos decir
que en (-oo, D JU( D , |:| ) la funcion es (creciente/decreciente)

| , vy que en ( D , D YU( D ,+0o0) la funcion es

@ Solucion del problema:

Como estamos en una situacidon real, donde el estudio se ha hecho para
ver los resultados en 6 meses, podemos decir que la empresa comienza
(disminuyendo/aumentando) | | beneficios. A la
vista de como evolucionan los beneficios al finalizar los 6 meses éCrees
que las medidas tomadas han sido efectivas? (si/no)

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

i Puedes comprobar tus resultados con la grafica de la funcidn

an!

201

Extremos (maximos y minimos)

Estamos acostumbrados a oir hablar de temperaturas maximas y minimas todos los dias en las
noticias. De hecho, es una frase muy habitual la de "se ha alcanzado una maxima de 40° de
temperatura". En la siguiente grafica, de la AEMET, en la que podemos ver la temperatura que ha
hecho en Malaga desde las 19h del 13 de abril a las 18h del dia siguiente. Puedes comprobar que:
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Malaga. Temperatura (?C)

1% abr 1% abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr 14 abr
2000 2Z2Z2:00 00:00 02:00 O4:00 06:00 OF:00 10200 1Z:00 1400 16:00 18:00
25

24 00
220G
20 %2
18 oC
16 %2

14 ™2
Bl Termperatura [2C)

Captura de pantalla del AEMET del 14/04/12 en Malaga

@ La temperatura maxima se alcanza a las 14h del 14 de abril (25,6°C).
@ La temperatura minima se alcanza a las 6h y a las 8h del 14 de abril (13°C).

@ A las 7h del 14 de abril hay un maximo relativo, pues es la temperatura mas alta en un
pequefio periodo de tiempo (de las 6 a las 8h).

Para poder averiguar la temperatura maxima o minima necesitamos una tabla de datos observados o
una grafica como la anterior, pues la temperatura local no la podemos expresar con una funcién
derivable.

Veamos por tanto qué ocurre en la siguiente funcidn, y comparemos con su derivada:

[

14
c o MERMG ralatve +
u - T
8 0 3 3 W 7 8
1 =

] Mimmeo absolute -2

Degr == = o

FUNCION DERIVADA

Imagen de elaboracién propia

A la izquierda tenemos una funcion f(x) y a la derecha su derivada f/(x) .

@ Minimo: si te fijas en los dos minimos, a su izquierda la funcion es decreciente y a la derecha
es creciente équé quiere decir eso para la derivada? Como vimos en el apartado anterior,
equivale a que a la izquierda la derivada es negativa y a la derecha positiva (como puedes ver en
la grafica de la derivada). Pues si en ese punto la derivada pasa de negativa a positiva, quiere
decir que debe ser nula.

@ Maximo: en el maximo pasa algo parecido, pero en este caso pasamos de funcidn creciente a
decreciente, es decir, de derivada positiva a negativa. Al igual que antes, en ese punto la
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derivada debe ser nula.

/rporzance

Una funcién f , continua y derivable en un intervalo (a ] b) , alcanza sus maximos y

/
minimos relativos en los puntos del intervalo (a,b) en los que f (SC)ZO c
Ademas, si estudiamos la segunda derivada:

e Maximo relativo: f’(x)z 0y f”(»’f?) <0 .

¢ Minimo relativo: f/(x) =0y f”(x)>0 .
— T—

Para que veas como podemos hallar maximos y minimos con la derivada, mira los siguientes
ejemplos:

Video en YouTube por juanmemol
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1of 9

Presentacidon en Slideshare por saulvalper

Corprueba o gprerdic/o

Una conocida compafiia de telefonia va a poner a la venta un nuevo modelo de

teléfono movil para el que preové unas ventas para los primeros afios que vienen
I

dadas por la funcion f(x) = 1241, donde 1 es el nUmero de meses transcurridos
desde que se saca a la venta y f I} se mide en millones de unidades vendidas.

a) Determina los posibles maximos o minimos de la funcién.

Solution

1. Correcto
2. Incorrecto
3. Correcto
4. Incorrecto

b) ¢En qué mes se alcanzara el mayor nimero de ventas?
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L1 pPLHICH 1ies.

El segundo mes.
IMostrar retroalimentacion|
| Solution '

1. Incorrecto
2. Correcto
3. Incorrecto

La funcion tiene un minimo, pero no aporta informacion relevante a nuestro problema,
porque:

No es un dato necesario para la empresa.
El punto en el que se alcanza no pertenece al dominio del problema
El punto en el que se alcanza no pertenece al dominio de la funcidn
IMostrar retroalimentacion|
| Solution '
§ 1. Incorrecto
§ 2. Correcto
; 3. Incorrecto
¢Qué numero de unidades se prevé vender en el momento de maximas ventas?
10 millones de unidades.
20 millones de unidades
40 millones de unidades

| Solution

1. Incorrecto
2. Correcto
3. Incorrecto

Ej/ercricrio resuelto
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’

Curso 2009/2010

3
Dada la funcién f(x)—x—x_*_z determine las
regiones de crecimiento y decrecimiento de la
funcion.

Universidades Publicas
de Andalucia

IMostrar retroalimentacion|

..................................................................................................................................................

i Para estudiar el crecimiento y decrecimiento de una funcién, es decir, Ia§
i monotonia, vamos a dividir el trabajo en cuatro pasos: :

Paso 1: Calculo del dominio de una funcién

Al estudiar cualquier caracteristica de una funcién, es IMPRESCINDIBLE conocer
i antes su dominio, ya que este puede condicionar dicho estudio. :

' En nuestro caso, estamos hablando de una funcidn racional, por lo que los Unicos ;
i puntos conflictivos son aquellos que anulan el denominador. Es decir, tenemos que |
i preguntarnos para qué valores de la _1; , 4+2=0. La respuesta es sencilla, !

‘para £ —=—2 .Porloque Dom f=R—-{-2} .
Paso 2: Calculo de la derivada

i Al ser la suma de dos funciones, la derivada sera la suma de las derivadas.

0-(z+2)-1-3 =3 _ 3
@122 erar s ety

fl@=1-

' Paso 3: Calculo de los puntos criticos

EEstudlamos en qué puntos de la funcidén la derivada se anula, es decir,ﬁ
f (£).=0 |
| (+2) (z+2)?

' Si resolvemos la ecuacion utilizando la férmula para las ecuaciones de segundoé
' grado, descubrimos que obtenemos una raiz cuadrada cuyo radicando es negativo, ;
i por lo que la ecuacion no tiene solucién. Por lo que la funcién no presenta ni'
: maximos ni minimos. Lo que no significa que no pueda haber cambios en su
monotonia, ya que tenemos un punto donde la funcién no esta definida. :

1=3=—(+2)2 =3 =—12-4—45 - 2244547 =0

Paso 4: Determinacion de los intervalos de monotonia

EAI no tener extremos los intervalos de crecimiento y decrecimiento nos los |
' condiciona el dominio: (_00:_2) y (_2:+°°) . i

¢Qué ocurre en ('—00,—2) ?

| Para saberlo, elijamos un punto del intervalo y sustituimos en la derivada.

/ . . . E
(—3) =4 , al ser la derivada positiva, la funcion en ese intervalo es creciente.
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EAhora tomamos un punto de este intervalo, por ejemplo x=-1 y sustituimos en Ia
. derivada.

f ( 1) 4 que, como en el caso anterior, la derivada es positiva, por lo que Ia

funcion en este intervalo también es creciente.

' En la siguiente representacién de la funcién pues comprobar que los resultamos
i obtenidos son correctos:
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3.3. Curvatura y puntos de inflexién ;Jl B

Curvatura y puntos inflexiéon

Mira las curvas de las fotos. Otra de las caracteristicas de las funciones es su curvatura, y los objetos
gue aparecen en las imagenes de abajo tienen diferente curvatura.

Concavo (abajo) y Convexo
(arriba)

Concavo Convexo

Fotografia en Flickr por jackace bajo

Fotografia en Flickr por tutty bajo CC Fotografia en Flickr por MS-R bajo CC cc

Si coges dos puntos de la parte superior del puente y los unes con una cuerda, esta quedara por
debajo de la curva (es céncavo). En el caso de la rampa, si unimos dos puntos la cuerda queda por
encima (es convexa).

La curvatura de una funcién también se puede estudiar a partir de las derivadas. En la siguiente
escena de geogebra, mueve el punto P a lo largo de la funcion para ver cédmo varia la monotonia y la
curvatura de la funcion.

GeaGebro

Observa el cambio en la primera y segunda derivada en los puntos de abscisa
T = —1, T = 0, T = 1, =3 Yy r= a , € intenta averiguar la relacidon. Pulsando las casillas de

monotonia y curvatura veras los intervalos en los que cambian estas dos caracteristicas.
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Irpoortante —

En una funcidn dos veces derivable, podemos estudiar la curvatura de la siguiente
forma:

i
@ Convexa (U): sera convexa en los intervalos donde f (:r:)>0 .

p . . # 0
@ Concava (N): sera concava en los intervalos en los que f (x)< .

© Puntos de iBflexién: son los puntos donde cambia la curvatura. Por tanto se
cumple que f (x) =0,

B — | —_—

Y ahora, como hemos hecho en los apartados anteriores, veremos un ejercicio resuelto.

Concavidad

lof7

Presentacion en Slideshare por saulvalper

¢Te atreves a estudiar la curvatura de una funcién? Aqui tienes un problema sencillo.

Corprueba o Jpreraico "

_:z:5-|-5:r:‘l
Necesitamos estudiar la curvatura de la funcion f(x) - 10 para un proyecto
que estamos realizando. Completa los campos en blanco con los resultados que
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@ La segunda derivada es f "(x) = | | x3+ [ ] x2
e La funcidn f(x) es céncava en (-oo, [ ])

e La funcién f(x) es convexa en ([ |, +)

@ Tiene un punto de inflexién en P=(| |, ]| )

@ (Existe punto de inflexion en x=07? (si/no) I:l

EObserva que en x=0 se cumple que f "(0)=0, pero como no cambia la curvatura,
no hay punto de inflexion en dicho punto. :

'
'
'
'
[

Ejercic/io reswuelto

iCuidado con los picos! Todo lo que hemos visto funciona perfectamente si estamos
trabajando con funciones continuas y derivables, pero por desgracia no siempre
podemos contar con que nuestra funcidon tenga esas condiciones... Por ejemplo,
observa la siguiente grafica:

Imagen de elaboracién propia

Por la grafica, écudles son sus maximos y minimos absolutos y relativos? (La parte de
la izquierda no tiene ninguna asintotal horizontal, y por tanto no se estabiliza
alrededor de ningun valor).

IMostrar retroalimentacion|

42 de 52




Minimo absoluto: en = —-9 , yaqueen g =29 el valor obtenido no es 0 sino 2.

i Maximo relativo: en £ = se alcanza un maximo relativo, y en £ =92 otro (es
i el punto mas alto en un pequeiio entorno). ‘

. Minimo relativo: no existe.

¢En qué intervalos es creciente y en cuales decreciente?

IMostrar retroalimentacion|

Decreciente: en (-c0,-2)U(0,+00)

Creciente en (-2,0)

¢Doénde es concava y donde convexa?

IMostrar retroalimentacion|

La funcidon que tenemos representada es:

[ ; - -1
V—x—2 s x < =2 .
— s x < —2
28 —x—2
a2 . i
flx)= 4-x St 2sx<2 fl(x)= —2x si —2<x<2
4
= ; ) 4
X St x =2 —P 5i x =2

Esta funcién es continua en R—{2} y derivable en [R—{—2,2} .

Sabemos que los maximos y los minimos cumplen que f’(x)=0 , pero en
r = —92 no existe derivada, y sin embargo tenemos un minimo. Igualmente nos
ocurre en g =9 . Si igualamos a cero la derivada, en sus tres trozos, sélo
obtendremos un punto posible: 4 = ¢Qué ocurre entonces?

Para estudiar los maximos y minimos de una funcién que no es derivable, hay que
estudiar:

@ Los puntos en los que se anula la primera derivada en la parte que sea una
funcion derivable.

@ Los puntos donde la funcion no es derivable.

Nos ocurrird lo mismo para los puntos de inflexion.

Estudia el crecimiento y decrecimiento con la primera derivada en cada uno de los
trozos de la funcién.

IMostrar retroalimentacion|

@ En el primer trozo la funcién derivada es siempre negativa, por lo que f es
decreciente si z<—2 .

@ En el segundo trozo la funcion derivada es positiva en (-2,0) y negativa en
(0,2), luego es creciente en (-2,0) y decreciente en (0,2). ‘

@ En el tercer trozo la funciéon derivada siempre es negativa, luego f es
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4. Representacion grafica de funciones

La representacion grafica de funciones se ha convertido en un ejercicio clasico. Lo encontramos en
las aulas y en las pruebas de acceso a distintas ensefianzas. El motivo de la recurrencia a este tipo
de ejercicios, es que para resolverlo es necesario que el alumno o el examinado desarrolle y
demuestre muchas y diferentes destrezas. Por ejemplo:

@ Conocimientos. Conozca los protocolos de actuacién para enfrentarse a este tipo de

problemas. Es decir, si por ejemplo quiero estudiar la monotonia debo recurrir a la primera
derivada.

@ Calculo. Debe saber derivar, resolver ecuaciones, calcular limites...

@ Sea capaz de sintetizar la informacion que ha obtenido en una representacion.

Y todo esto en una Unica actividad. Por todo ello es IMPRESCINDIBLE que seas meticuloso y
cuidadoso en todos los pasos que des.

Nosotros estamos dispuestos a ayudarte con varios recursos:

éComo enfrentarse a un problema de representacion de funciones?

PASO 1: Detectar qué tipo de funcién nos traemos entre manos.

Ya vimos en el tema 1, que para representar una funcion no siempre hay que recurrir al estudio de
sus caracteristicas a través de la primera y segunda derivada. Por ejemplo, para representar una
funcién polindmica de grado 2 (parabola), basta con averiguar su vértice, su orientacion y algunos
puntos de la funcion.

PASO 2: Hacer un analisis del tiempo del que disponemos

Aunque lo ideal seria que estudidramos todas las caracteristicas de la funciéon, no podemos dejar a
un lado que la representacion de funciones puede resultar un ejercicio largo. Por eso en caso de no
disponer de mucho tiempo, debemos priorizar unas propiedades frente a otras. Nunca podemos
olvidar: Dominio de la funcidn, asintotas y monotonia, estas tres caracteristicas nos permitiran tener
un esbozo fiable de nuestra funcién.

éQué no debes olvidar?

A continuacidn, un resumen:

Estudio T 1,4 24
- -
Exdromos [
2,8 1.0
Estudio de ,
i LR 'II
| ’ II
| /
] \ )
/ 2 1 a 1 =
b d Punte e infhedin
- "q

Imagenes de elaboracidén propia. Haz clic en la imagen para ampliar
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éComo debes hacerlo?

Como menciondbamos anteriormente, para representar funciones elementales no es necesario
realizar un estudio analitico profundo.

Sin embargo, como ya habrds imaginado este sistema no es lo suficientemente eficaz para otro tipo
de funciones que pueden presentar discontinuidades, asintotas, cambios en su monotonia... ya que
podriamos estar perdiendo informacion.

En la siguiente presentacion, puedes ver como si a la expresion analitica de una funcion, la
sometemos a un estudio pormenorizado de sus propiedades, conseguiremos una representacion fiel
de la funcioén:

Presentaciéon en Google Docs por Patricia Pérez

Video en YouTube por juanmemol

Y ahora a practicar...
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En el siguiente pdf puedes encontrar 12 ejercicios resueltos con funciones de distintos tipos:
racionales, exponenciales, logaritmicas... explicados con todo lujo de detalle.

EERESENTACION DE FUNOIONES.
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Haz clic en la imagen para descargar
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5. Apéndice ?94 PR

Si has reparado en los examenes de otros afios, habras descubierto que el calculo de derivadas o

aplicaciones, es una pregunta recurrente en las pruebas, por eso es imprescindible que adquieras
soltura y desarrolles destrezas en este campo y asi evitar errores.

Como en unidades anteriores en este apartado te ofrecemos, unas aplicaciones concretas de Wiris y

GeoGebra al célculo de derivadas y a la representacion de funciones. Ademads, puedes ampliar
conocimientos con las "Curiosidades" y "Para saber mas".

I/npoortarnte —

Recuerda la relacion existente entre los distintos conceptos que hemos visto en el
tema.

TASA DE
VARIACKOM

TASA DE
VARIACION
IMSTANTANER

DERMADA EM UM
PUNTO

ESTUDIO ¥
REPRESENTACION DE |—| APucAaciones |  FUNCION

Imagen de elaboracién propia
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5.1. Recursos sl )y AR
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Como ya sabes no dispondremos de estas herramientas en la prueba, pero si en algdn momento
decides practicar con ejercicios de los que no tengas la solucidén, esto te ayudara a corregirlos.

Derivar

Es necesario aprender a derivar manualmente, pero en la actualidad hay multitud de programas que
nos simplifican y nos ayudan a realizar comprobaciones. A continuacion, tenemos dos enlaces a una
pagina del INTEF, donde podemos encontrar un pequefio manual de como derivar con Geogebra y
algunos ejercicios:

Derivar con:

)

GeoGebra

¢Nos animamos a comprobar los resultados de los videos anteriores en ambos programas?

Representar funciones con GeoGebra

GeoGebra: idea
para representat

1lof 11

Tutorial de GeoGebra para representar funciones por Jesis Fernandez

49 de 52



N\

wie))
»

5.2. Curiosidades

Curiosialac!

Derivadas y aplicaciones

Un poco de musica que desearas no olvidar para poder tararearla en la prueba:

Currosralac!

Crecimiento y decrecimiento

Aqui te dejamos un video en el que se aplicaran las funciones al estudio de una
poblacion marina. Podras repasar los conceptos de crecimiento y decrecimiento en un
contexto cotidiano:
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5.3. Para saber mas
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