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1. Introduccion

De pequeios, a nuestros padres y familiares les hacian mucha gracia cuando
aprendiamos a contar los primeros nimeros: 1, 2, 3, 4, 5...

Imagen de LAWJR en Pixabay. Licencia Pixabay

Después, cuando nos hicimos un poco mayores, no mucho mas, seis o siete afos,
teniamos que recitar y aprender las tablas de multiplicar, por ejemplo, la del siete, que es
una de las que mas trabajo costaba:

7x1=7
7x2=14
7x3 =21
7x4=28
7x5 =35

Algunos, a los que mas le gustan las matematicas, unos afnos mas tarde, memorizabamos,
por ejemplo, el cuadrado de los primeros numeros naturales:

Tx1= 1



2x2=4
3x3=09
4x4=16

5x5=25

Las tres secuencias anteriores:

1,23,4,5..

7,14, 21, 28, 35..

1, 4, 9,16, 25...

se denominan sucesiones numeéricas . Una primera definicidon de sucesion seria la de un
conjunto infinito de numeros ordenados.



1.1. Conceptos basicos

Importante

Una sucesion numérica es todo conjunto ordenado de nimeros reales.
Gy, Qo gy Gg, Gg - - -

Cada uno de los elementos de la sucesion se llama término. Como puedes ver, se
utilizan los subindices para conocer el lugar que ocupa cada término en la sucesion.

Se llama término general al que ocupa el lugar indeterminado n. Dicho término se
expresa como &n,

En muchas ocasiones, los términos de las sucesiones se pueden determinar a partir
de cierto criterio, este criterio se denomina regla de formacion .

Imagen de Pexels en Pixabay. Licencia Pixabay

Como hemos visto en el apartado 1. sucesiones existen muchas y muy famosas, como
pueden ser la sucesiéon de los nimeros primos.

Primer niumero
primo

Segundo numero
primo




Tercer numero
primo

Cuarto nimero
primo

Quinto numero
primo

Sexto numero
primo

Séptimo numero
primo

El primer término de la sucesion, se simboliza como aj, el segundo a; y asi
sucesivamente, por lo que los primeros términos de la sucesion se denotarian como

a1=1, ap=2, a3=3, a4=5, ag=7, ag=11, ay = 13...

Otra famosa sucesion es la formada por los cuadrados de los niumeros naturales. Como ya
habras adivinado, sus primeros términos son a{=1, a»=4, a3=9, a4 = 16... Esta tiene por
término general a, = n2. Gracias a esta expresion podemos determinar cualquier término
de la sucesion. Por ejemplo, para calcular el término quinto, tan solo sustituimos n por 5y
obtenemos ag = 25.

Comprueba lo aprendido

El tercer término de la sucesidon de los numeros cubicos es 27

Verdadero Falso

Verdadero

Veamos los primeros términos de la sucesion formada por los numeros cubicos
al=1, a2=8, a3 = 27

Comprueba lo aprendido



Indica los cuatro primeros términos de la sucesion a, = 2"+1
1,2,3,4
3,5,9,17
2,4,8,16
-1,1,2,17

Ten en cuenta el término general de la sucesion.

Correcto

Ten en cuenta la definicion del término general.

Ten en cuenta la definicion del término general.

Solucidén

1. Opcidn correcta
2. Incorrecto
3. Incorrecto
4. Incorrecto

¢Te gustan los pasatiempos? En general son pequefios divertimentos logicos que nos
hacen pensar y nos evaden durante cierto tiempo de la realidad.

A ver si eres capaz de adivinar este que te proponemos

De los numeros de la siguiente secuencia numérica, llamados numeros triangulares.

o
o o
o ] o o @
o 6 o 6 o o e e o o
1 3 6 10

Imagen de elaboracién propia

¢Sabrias decir como continua la secuencia, cuales son el quinto y sexto numero



triangular? ;Y el décimo? ;Serias capaz de dar una regla general para construirlos todos?

En el caso de nimeros triangulares, tenemos que %1 = I, ag=3, ag=6, a4 =10 ..

Puedes comprobar que el término general de la sucesion formada por los numeros
_nitn
triangulares es *n = " 2 . Mas adelante en el apartado 2 veremos porqué.

Verificamos que es cierto para el término que ocupa el segundo lugar:
2242 442 6

Esa expresion es la regla de formaciéon de los nimeros triangulares que nos permite

saber el valor de cualquier término, ocupe el lugar que ocupe. Por ejemplo, el término que

2
_ 100 ;—100 _ 1000%+100 _ 10%00 = 5050

ocupa el lugar 180: 100

No siempre es posible escribir el término general de una sucesidon con una expresion
algebraica, aunque conozcamos la regla que sirve para hallar sus términos. Es el caso de
las sucesiones recurrentes , en las que cada término queda determinado a partir de los
anteriores.

CLl = 1, CL2 = 1

La famosa sucesion de Fibonacci es de este tipo. Recuerda, , 'y a partir del

tercer término se cumple que %n = %p—1 + %n—2, es decir cada término es la suma de

los dos anteriores.

Aplicando la regla de recurrencia anterior tenemos que
a3:1+1:2, a4:2+1:3, a5:3+2:5...

Q Para saber mas

La sucesion de Fibonacci y la razén aurea:

Enlace a recurso reproducible >> https:/www.youtube.com/embed/yDyMSIliKsxI

Video de Derivando alojado en Youtube




)

Recuerdas las tres primeras sucesiones que vimos al principio del tema:

Los numeros naturales: 1, 2, 3, 4, 5...

La tabla de multiplicar del 7: 7, 14, 21, 28, 35...

Los cuadrados de los numeros naturales: 1, 4, 9, 16, 25...

Completa las siguientes frases:
a. El término general de la sucesion formada por los numeros naturales es a, =
b. En el caso de la tabla de multiplicar del 7 a = 49.

c. El término general de la sucesion anterior es a, =

d. En la sucesion de los cuadrados a = 81.

Comprueba lo aprendido

A continuacion, algunos ejercicios para practicar la obtencién de algunos términos a
partir del general:

https:/proyectodescartes.org/EDAD/materiales_didacticos/EDAD_3eso_progresiones-JS-
LOMCE/3q5_ejercicios_resueltos_1b.htm




Escribe los 4 primeros términos de una sucesion si el término
general es: a, =-5n-8

®

Solucién

Escena de Miguel Angel Cabezén Ochoa en Proyecto Descartes. Licencia CC




1.2. Monotonia y acotacion

En biologia se nos ensefa que los seres vivos nacen, crecen, etc. En las sucesiones se
pueden observar comportamientos parecidos.

Fotografia de Unsplash en Pixabay. Licencia Pixabay

Importante

.. , . >
Una sucesién @nse llama mondtona creciente cuando %n+1=%n para todo n€ N.
Se dice estrictamente creciente cuando %n+1-"%n para todo n€ NN,

Una sucesion %nse llama mondtona decreciente cuando an+1<—:aﬂpara todo
n€ N.Se dice estrictamente decreciente cuando %n+1<%n paratodo n€ N.

Una sucesién @nse llama alternada cuando el signo de @nes distinto del de %n+1
para todo n€ N.

Ejemplos
. — 2 . : : (n+1)2>n2
a. La sucesion @n =7“ es monodtona estrictamente creciente ya que para
todo ne N.

b.La sucesidn 2'2'4'4'8'8"es mondtona decreciente pero no estrictamente
decreciente.



c. La sucesion @n = 4es mondtona creciente y decreciente al mismo tiempo.

_( 1"‘
d. La sucesién %n=\" ) es alternada.

Comprueba lo aprendido

Indica si es cierta la siguiente expresion "Al aumentar n, tambien aumenta el termino
n-esimo de una sucesion"

Verdadero Falso

Falso

n
3)
Obviamente, el enunciado es falso, ya que, si tomamos la sucesion an_(2
disminuye al aumentar la variable n

Importante

Una sucesion %nse dice que es acotada superiormente cuando existe un nimero M
llamado cota superior de la sucesion, tal que %n < M para todo n€ N,

Una sucesion %nse dice que es acotada inferiormente cuando existe un nimero m
llamado cota superior de la sucesion, tal que ™ < Gnparatodo n€ NN,

Una sucesion %nse dice que es acotada cuando es acotada superior e inferiormente
al mismo tiempo.

Reflexiona

En la siguiente escena de Geogebra puedes visualizar la cota superior y la cota
inferior de una sucesion.

'ml https://www.geogebra.org/material/iframe/id/CgSFu5bN/width/529/height/348/border/888888/sdz/true




GeaGebra

Ejemplos

a.

La sucesion %n = 3—Tes una sucesién acotada superiormente y una cota superior es
M=3. Se comprueba también que no es acotada inferiormente.

. La sucesion an:nges una sucesion acotada inferiormente y una cota inferior es

m=0. Sin embargo no es acotada superiormente pues dado un numero M siempre
podemos encontrar un numero natural n tal que na>M .

. 1
. La sucesion %xn = nes una sucesion acotada donde podemos tomar M=1, m=0.

n
. La sucesion @n=""(=1)" no es acotada ni superior ni inferiormente.



1.3. Limites de sucesiones

Algunas veces los términos que componen una sucesion son cada vez mas grandes, otras
cada vez mas pequenos, y en un tercer caso tienden a estabilizarse alrededor de un valor
determinado. En este apartado vamos a estudiar esta interesante caracteristica de las
sucesiones.

Imagen de Free-Photos en Pixabay. Licencia Pixabay

Importante

El limite de una sucesion a,, es aquel numero al que tiende la sucesién al aumentar
enormemente la variable n.

Si la sucesion tiene como limite infinito, diremos que la sucesion diverge, mientras
que si se acerca a un numero real, diremos que converge a dicho nimero y que es el
limite de la sucesion.

Analicemos la sucesion an=n2+n. Los primeros términos de dicha sucesion son 2,6,12,20,...

y apreciamos que tal como n crece, el término de la sucesién aumenta, ya que estamos
elevando un numero natural al cuadrado y sumandole dicho numero. Al hacerse n,
infinitamente grande, el limite de dicha sucesion sera infinito.

Sin embargo, el limite de una sucesion también puede ser muy pequeno. La sucesion



n
(L 1111
Gn= (2) tiene como primeros términos 2'4'8'16™ Al aumentar n, estamos divididiendo 1
entre numeros enormes, ya que estamos elevando 2 a numeros naturales cada vez
mayores. Al dividir entonces numeros, cada vez estamos mas cercanos a O y diremos que
1

n
la sucesion *n = (2) converge y su limite es ©

Debemos resaltar que el limite nunca se alcanza, pero cada vez estamos mas proximo a
él.

Importante

Llamamos sucesion infinitésima o nula si tiene limite ©.

En la escena de Geogebra de abajo si mueves el deslizador dandole valores a n, puedes
1

n
apreciar como los valores de la sucesion aﬂ:(Z) tienden a ©. Y si analizas esta otra

2n
by, = n+4, observards como, la sucesion se va acercando poco a poco al numero 2

https://www.geogebra.org/material/iframe/id/BuwF3UFw/width/415/height/184/border/888888/sri/true

GegGebro

Algunos ejemplos de sucesiones infinitésimas o nulas los has visto mas arriba, otros

— 1
ejemplos son: 10 " y 7.

Importante




n
La sucesidon cuyo término general es an=(1+ﬁ) es estrictamente creciente y esta
acotada superiormente por 3. Por tanto es convergente, su limite es un numero
irracional que se representa por "e".

1 n
e= tim (144) =2718281828..

Este numero es la base de los logaritmos neperianos que veremos en el apartado 4
de este tema.

ﬂ Ejercicio Resuelto

7N

Hallar el n b7,

Los pasos a dar para la resolucion son los siguientes:

lim 2=&=0
n— oot T
Ya que cualguier numero dividido entre oo da 0.

Este resultado se puede deducir del siguiente hecho.

Cuando n— oo
1

111
Gp = 1,335
Se puede observar que cuando n toma valores cada vez mas grandes, los
términos de la sucesion se van haciendo cada vez mas pequenos, aproximandose
ao.




2. Progresiones aritméticas

Johann Carl Friedrich Gauss, llamado el "principe de las matematicas”, fue un nifio precoz.
Tenia 10 anos de edad cuando un dia en el colegio el maestro pididé a los alumnos, quizas
para que lo dejaran tranquilo durante un buen rato, que sumaran los 100 primeros
numeros naturales. Trascurrido unos pocos minutos, Gauss se acerco a la mesa del
profesor con el resultado correcto de la suma: 5.050.

¢Como lo consiguidé? ¢Sumo las cien cifras de forma rapida? ¢Cual fue el razonamiento
del pequeno Gauss?

Muy facil, pero a la vez ingenioso. Gauss escribid dos veces la sucesion, la primera en el
orden natural de 1 a 100, y la otra de 180 a 1. Se did cuenta de que la suma de los pares
de numeros extremos era siempre la misma, 181. Dicha suma aparecia 100 veces, es decir
100-101= 10.100 era el resultado de sumar dos veces lo que habia pedido el maestro, por
tanto, bastaba dividir entre 2 esa cantidad. Asi obtuvo el 5.050 que sorprendié tanto al
maestro como a sus companeros.

1 2 3 4. 97 98 99100
190 99 98 97 .. 4 3 2 1
Suma 101 101 101 101 .. 101 101 101 101

No es la primera vez que aparece 5.050 en este tema, ;recuerdas que era el numero
triangular correspondiente a 180? El motivo es bien sencillo. En realidad, el numero
triangular que ocupa el lugar n no es mas que la suma de los n primeros nimeros
naturales. Por ejemplo, el que ocupa el quinto lugar es el resultado de sumar 1+ 2+ 3 + 4
+ 5 =15.

15

Imagen de elaboracién propia

La sucesion formada por los numeros naturales es el ejemplo mas sencillo de un tipo de
sucesion con nombre propio, la progresidon aritmética . Como puedes ver, no por ser
sencillas quiere decir que no se pueden usar en muchos contextos.



2.1. Término general

No solo los triangulos determinan un tipo de sucesidon numérica, también es posible jugar
con las letras del abecedario para generar sucesiones, por ejemplo, con la T.

==y 111

(1]

Imagen de elaboracién propia

¢Cuantos cuadrados son necesarios para construir la primera T? ¢Y la segunda? (Y la
tercera? ;Y las sucesivas T?

En un principio parece que basta con contar los cuadrados: 6 para la primera, 10 para la
segunda, 14 para la tercera... Pero si queremos conocer la regla de formacién tendremos
que fijarnos un poco mas: 6 para la primera y después se afaden 4 cuadrados mas a las
sucesivas T.

Vamos a escribirlo utilizando la notacidon de sucesiones:

a;="56

an=06+4
a;=6+4+4=6+2-4
ay=6+4+4+4=6+3-4

De lo anterior podemos deducir que %n = 6+(n—1)-4,

A este tipo de sucesiones se las denomina progresiones aritméticas .

Importante

Se llama progresion aritmética a toda sucesion en la que cada término, exceptuando
el primero, es la suma del anterior mas una cantidad fija llamada diferencia.




Es decir %n=0p_1 T d, donde d es la diferencia y n>>1.

La sucesidon anterior, la formada por los cuadrados necesarios para ir construyendo las
sucesivas T, es una progresion aritmética en la que la diferencia vale 4.

Comprueba lo aprendido

Algunos de los ejemplos de sucesiones que hemos vista hasta ahora son progresiones
aritméticas. Completa las siguientes afirmaciones.

a. La sucesion formada por los numeros naturales es una progresion aritmética con
diferencia igual a

b. Los multiplos de 7 también forman una progresion aritmética en que d =

c. La sucesion determinada por las losetas necesarias para rodear las jardineras
forman una progresion aritmética en la que d =

Comprueba lo aprendido

¢Cual de las siguientes sucesiones se corresponden con una progresion aritmética?
~  5,-5,5,-5,5,-5..

-5, 09, 5,10, 15, 20...
1, 11, 111, 1111, 11111
50, 42, 34, 26, 18...
2,4,8,16, 32...

Solucidén

1. Incorrecto




2. Correcto
3. Incorrecto
4. Correcto
5. Incorrecto

En una progresion aritmética, si son conocidos su primer término y la diferencia es
posible conocer comodamente cualquier término, es decir, es muy facil determinar su
término general.

Lo anterior ya lo hemos podido comprobar en el caso de los cuadros que hacen falta para
ir formando las sucesivas T y con las losetas necesarias para rodear las jardineras.

En general, solo hace falta razonar un poco sobre los primeros términos de la progresion
aritmética:

Enlace a recurso reproducible >> https:/www.youtube.com/embed/2YcdDFymd2w

Video de Tutomate alojado en Youtube

Importante

Una progresion aritmética cuyo primer término es %1 y de diferencia d, tiene como
término general:

ap=0y+n-1)-d

En el caso de las losetas, %1 =0 yd =25, por tanto %n = a+(n—1)-5=6+5n—-5=1+5n

a;=6 ap=0+(n-1)-4=64+4n-4=244n

YeneldelasT, y d = 4, por tanto

Caso de estudio




La primera fila del patio de butacas del teatro Antonio Gala de mi ciudad, tiene 20
asientos, el resto de filas aumenta en 2 asientos respecto a la que tiene delante.

¢Cuantos asientos tiene la fila que ocupa el lugar 15?

La situacion se ajusta a una progresion aritmética donde el primer término,

a; =20 y la diferencia d = 2.

Por tanto, si queremos saber cuantas butacas hay en la fila 15, basta que
apliquemos la férmula del término general:

Qg = 204(15-1)-2=20+414-2=204+28 = 48

Por lo que el numero de asientos en la fila 15 es de 48.

Ejercicio Resuelto

De una progresion aritmética se conocen el valor del segundo y el quinto término,

Determinar el término general de la progresion.

Sabemos que en una progresion aritmética cada término es la suma del anterior

mas un valor fijo llamado diferencia, d. Entre el segundo y el quinto término se ha

sumado 5-2= 3 veces la diferencia. Por tanto %5 = %313% o5 decir —18 = —4+3d,
_—i4

despejando —14 =3d y d= 3 .

Ahora podemos hallar el primer término, %1, ya que aQ:a1+d. Por tanto

_ ., 14
—4= %1773. De donde obtenemos que %1

_2
— 3.
Ya podemos hallar el término general de la progresion

2 —14 2 14n 14  16—14
an=ay+(n-Dd=3+0-){F) =347 = B




_ 16—14n
Es decir %n =" 3

Otra solucidn posible se puede ver en el siguiente video.

Comprueba lo aprendido

A continuacion, algunos ejercicios para practicar con progresiones aritméticas

https://proyectodescartes.org/EDAD/materiales_didacticos/EDAD_3eso_progresiones-JS-
LOMCE/3q5_ejercicios_resueltos_2b.htm




En una progresion aritmética, el término 8 es -4 yla diferencia
es -1. Halla el ttrmino general.

®

Solucién

Escena de Miguel Angel Cabezén Ochoa en Proyecto Descartes. Licencia CC




21. Suma de términos de wuna progresion
aritmética

Recordemos a Gauss y su brillante idea para sumar los 180 primeros nimeros naturales.
¢Podremos generalizarla para sumar los 200 primeros numeros? ;O los n primeros?

Volvamos también a los numeros triangulares. ¢Cuantos puntos tendra el que ocupa el
lugar n?

Imagen de elaboracién propia

Relacionemos las dos sucesiones anteriores. Por un lado tenemos la de los numeros
naturales 1, 2, 3, 4... Por otro la de los numeros triangulares. Hagamos memoria:

o
o —
o ¢ —a oo o
e 6 o 6 e o e o o o
3 6 10

Imagen de elaboracién propia

Podemos ver que el numero triangular que ocupa el lugar n es igual a la suma de los n
primeros numeros naturales: 1+ 2 + 3 + ... + n.

Operando de forma similar a como lo hizo Gauss, tenemos:
1 2 3 4 .. n3 n-2 n- n

n n1 n-2 n-3 .. 4 3 2 1

Suma n+1 n+1 n+1 n+1 ... n+1 n+1 n+1 n+1



Por tanto, dos veces la suma de los n primeros numeros naturales es igual al n-(n+1). Esto
quiere decir que la suma de los n primeros numeros naturales es igual a:

n(n+l)  n24n
2 - 2

;Sera posible realizar un razonamiento similar para la suma de los primeros términos de
cualquier progresion aritmética?

Comprobemos que si en el siguiente video:

Enlace a recurso reproducible >> https:/www.youtube.com/embed/s1H8-TsqLFk

Video de tutomate alojado en Youtube

Importante

La suma de los n primeros términos de una progresion aritmética de término general
@n esigual a

(ag+an) - n
Sp= I

Caso de estudio

Volvamos al numero de asientos que tiene el patio de butacas del teatro Antonio Gala,
que vimos en el apartado anterior. Recordemos que la primera fila tenia 20 asientos y
que el resto de filas aumenta en 2 asientos respecto a la que tiene delante.

Ahora nos preguntamos, cuantos asientos hay en el patio de butacas si dispone de 15
filas en total.

El problema planteado se resuelve si hallamos la suma de los 15 primeros
términos de una progresién aritmética de la que sabemos que %1~ 20 yd=2.

De un ejercicio anterior sabemos que %15 = 48.




Aplicamos la formula anterior para la suma de los n (en este caso n =15)
primeros términos de una progresion aritmética, y tenemos que:

20+48
15 =028 1y 685 34.05= 510

Por lo que el numero de asientos totales del patio de butacas es 510.

ﬁ Ejercicio Resuelto

7N

Sabiendo que el primer término de una progresion aritmética es 30 y el cuarto es 39,
halla la diferencia de la progresion y la suma de sus primeros 25 términos.

Los pasos a seguir son idénticos a los del ejercicio anterior.
Primero hallamos la diferencia d, para lo que conocemos %1y %4:
ag=0;+3d , es decir, 39 = 30434, Por tanto, d = 3.

Antes de calcular la suma de los 25 primeros términos tendremos que conocer
cuanto vale %25, Operamos:

Gos = 304243 =102

Ya podemos aplicar la formula y tendremos que

ay+ane )25 (304102)-25 .
525:(1 225) _( +2) :13%25:1_650.

Tarea




A continuacidn, algunos ejercicios para practicar con la suma de los términos de una
progresion aritmética:

https:/proyectodescartes.org/EDAD/materiales_didacticos/EDAD_3eso_progresiones-JS-
LOMCE/3q5_ejercicios_resueltos_2c.htm

Calcular la suma de los primeros 19 multiplos de 10

®

Solucién

Escena de Miguel Angel Cabezén Ochoa en_Proyecto Descartes. Licencia CC




3. Progresiones geométricas

Existe una leyenda sobre el supuesto inventor del juego del ajedrez, Sissa Ben Dahir.
Cierto rey hindu se encontraba muy triste debido a la muerte de su hijo. Para aliviar su
pena, Sissa le ensend a jugar al ajedrez.

Imagen de PgmJanssen en Pixabay. Licencia Pixabay

Quedo tan contento el monarca que le ofrecid el regalo que él quisiera. Sissa tan sodlo le
pidid que le diera un grano de trigo por la primera casilla del tablero de ajedrez, el doble
por la segunda, el doble por la tercera y asi sucesivamente hasta completar las 64 casillas.

El rey accedid entre satisfecho y sorprendido a la extrana peticion, pero al realizar los
calculos se dio cuenta de que le seria imposible cumplirla.

El numero de granos de arroz que corresponde a cada una de las casillas es una sucesion
numeérica:

01:1, 02:2, a3:4, a4:8, a5:16

El primer término es 1, los términos posteriores se obtienen multiplicando por 2 el término
anterior, es decir:

a,=1, ay=21=2=21 a,=22=4=22 0,=42=8=12% a,=82=16=2% ...
—1

Podriamos escribir lo anterior de la siguiente forma: %1 = 1 y Gn=2"

Esto nos permite saber comodamente el numero de granos de la ultima casilla, la 64:



264—1—963 — 9.993.372.036.854.780.000 granos de trigo.

Es decir, 9.22 - 1018 granos. Y aun tendriamos que sumar todos los granos de las 64

casillas.

¢Entiendes ahora como se quedo el rey cuando se dio cuenta del regalo que le debia a

Sissa?

A este tipo de sucesiones se les denomina progresiones geométricas .



3.1. Término general

Te has parado alguna vez a pensar a que velocidad puede extenderse un rumor.
Supongamos que Juan se entera de una informacion que le resulta interesante y se la
comunica a 3 amigos a través de una red social tardando un minuto en ello.
Posteriormente estos 3 amigos la transmiten cada uno a otros tres en el siguiente minuto,
y asi sucesivamente. ;Como evolucionaria el numero de personas que tienen
conocimiento de la informacién a lo largo del tiempo? La secuencia que obtenemos seria
la siguiente: 1 (Juan), 3,9,27,81,243... En cinco minutos 243 personas estarian al tanto de la
informacion. ¢Te sorprende esto? A los fendmenos que evolucionan de esta forma
decimos que siguen una progresion geomeétrica.

Fotografia de LoboStudioHamburg en Pixabay. Licencia Pixabay

Importante

Se llama progresion geométrica a toda sucesidon en la que cada término,
exceptuando el primero, es el producto del anterior por una cantidad fija llamada
razon.

Es decir *»=%,—1" T donde r?éO es la razon, y n>>1.




En la progresion geométrica de los granos de trigo la razén es 2, un nimero mayor que 1
en valor absoluto. Esto implica que los términos de la progresion se vayan haciendo muy
grande en valor absoluto, como hemos podido comprobar con los granos que habria que
poner en la casilla 64.

Pero también podemos considerar progresiones geométricas en que la razéon es numero
menor que 1 en valor absoluto. Observa con detenimiento el siguiente video:

Enlace a recurso reproducible >> https:/www.youtube.com/embed/BplpQa_a3UY

Video de tutomate alojado en Youtube

n
l =(3)
2,y el término general “n=\2)

1
=79,larazon "

La progresién geométrica anterior %1

Ya veremos como podemos calcular las sumas de las dos progresiones geométricas
anteriores.

Al igual que ocurre con las progresiones aritméticas, existe una ley de formacion para las
geomeétricas.

al, a2=a1- T; a3=a2' 1‘=a1' TZ, a4=a3‘ 1‘=a1' ‘!‘3, a5=a4' 1‘=a1- T4 LR

Importante

Una progresidn geométrica cuyo primer término es %1 y de razon 1*740, tiene como
término general:

an — al. r'n_l

ﬂ Ejercicio Resuelto

7N

Halla los cinco primeros términos de una progresion geométrica de la que sabemos

que ay=1 ya5:81.



Sabemos que %5=%1" 77 por tanto: 81=1- r%. Despejando, tenemos que

r= 4\’/’8—1 = 3 o -3
Por lo que hay dos progresiones posibles:
Enelcasode que r=3:1,3,9, 27, 81.

Y,para r=-3:1,-3,9,-27, 81.

Comprueba lo aprendido

Interpola tres medios geométricos entre 3y 48.

Interpolar tres medios geométricos entre dos numeros ay b quiere decir intercalar
tres numeros ¢, dy e entre ay b, de tal forma que los cinco numeros a, ¢, d, ey b
formen una progresidon geométrica.

Este problema se puede extender a cualquier cantidad de numeros entre dos numeros
conocidos. Por ejemplo, interpolar seis medios geométricos entre ay b quiere decir
intercalar seis numeros entre ellos, de tal forma que los ocho numeros, ordenados de
menor a mayor, formen una progresion geomeétrica.

Para saber mas sobre interpolacion geométrica puedes ir a este enlace.

Para resolver el problema planteado, completa las siguientes frases.

Tenemos que buscar tres numeros a, b y ¢, de tal forma que 3, a, b, c vy
determinen una progresion geomeétrica.

El primer término de la progresion es 3 y el 48. Sabemos que ag =
a;r® donde  es la razén. Sustituyendo: = 3.r4,

Despejando nos queda que r4 = , por tanto r =

Tenemos entonces que los tres numeros buscados son , y , que junto

con 3y 48 formaran la progresion geométrica.

Si haces clic en este enlace, accederas una pagina del portal Vitutor donde esta



planteado el problema anterior. Si seleccionas el numero 3 que esta recuadrado,
podras ver otra forma de resolverlo.

Comprueba lo aprendido

A continuacidn, algunos ejercicios para practicar con el término general de una
progresion geométrica

https:/proyectodescartes.org/EDAD/materiales_didacticos/EDAD_3eso_progresiones-JS-
LOMCE/3q5_ejercicios_resueltos_3b.htm

En una progresion geométrica, el ttrmino 4 es 64 ylarazon
es 2. Halla el término general.

®

Solucién

Escena de Miguel Angel Cabezén Ochoa en Proyecto Descartes. Licencia CC




3.2. Suma

Del mismo modo que ocurria con una progresion aritmética, también nos puede interesar
en algunas ocasiones saber cuanto vale la suma de los términos de una progresion

geométrica. Por ejemplo para saber cuantos granos de trigo deberia entregar el rey a

1
Sissa o demostrar que la suma de las potencias de 2 vale 1.

Veamos cuales son las formulas que nos permiten sumar algunos o muchos términos de
una progresion geométrica.

Enlace a recurso reproducible >> https:/www.youtube.com/embed/4SucxkVRQkg

Video de Tutomate alojado en Youtube

Importante

e La suma de los n primeros términos de una progresiéon geométrica de razén r

T dp — Gy

es igual a: r—1

e Si la razon es, en valor absoluto, menor que 1, (Ir[<1) 1a suma de los infinitos

términos de la progresion geométrica toma un valor finito y se calcula utilizando
, g 4
la formula: e — 1—r

Veamos el siguiente video en el que se explica cuando se puede realizar la suma de todos
los términos de una progresion geométrica:

Enlace a recurso reproducible >> https:/www.youtube.com/embed/s1H8-TsqLFk

Video de Tutomate alojado en Youtube

Caso de estudio




Calcula el total de granos de trigo que tuvo que dar el rey a Sissa.

Recuerda que la progresion formada por los granos que corresponden a las 64

casillas es geométrica con %1 =1 yr=2.

Resolveremos el problema utilizando la calculadora cientifica. En primer lugar
hallamos el ultimo término:

. —1. 963 _ . 18
Ggg = 0q r63=1. 2°9=9.2233- 10 granos de trigo.

Veamos la suma total de granos en todo el tablero de ajedrez:

_ Trdgg —0o; 3.9921088 —1 19
Sea=—""3 = - =1.844-10

granos de trigo.

¢ Te parecen muchos?

@ Ejercicio Resuelto

7N

Demuestra que la suma de los infinitos términos de la sucesion formada por las

1
sucesivas potencias de 2 es 1.

1 1
Recuerda que esa sucesidon es una progresion geométrica en la que #1=2y " =3

n
an=(3)
portanto "* T \2/ .

?

Aplicamos la formula de la suma de los infinitos términos de una progresion

_1
geomeétrica, ya que la razén es menor que 1 en valor absoluto ( |r| _2<1 ) Por
tanto tenemos:

Que era el resultado que nos salia al ir sumando las areas de los sucesivos
triangulos que iban recubriendo el cuadrado de area 1.




Suma de los n primeros términos Suma de todos los términos

@ https:/proyectodescartes.org https://proyectodescartes.org
/EDAD/materiales_didacticos /EDAD/materiales_didacticos
/EDAD 3eso pbroaresiones-JS- /EDAD 3eso pbroaresiones-JS-

Halla la suma de los infinitos términos de la progres

n+5

En una progresion geométrica, el ttrmino 3 es 8 )
es -2. Hallalasumadelos 10 primeros términos. geomeétrica cuyo término generales: a = 2

Escena de Miguel Angel Cabezén Ochoa en_Proyecto Descartes. Escena de Miguel Angel Cabezén Ochoa en_Proyecto Descartes.
Licencia CC Licencia CC

Curiosidad

Para terminar las curiosidades, ;te acuerdas de Sissa Ben Dahir, el supuesto inventor
del ajedrez? Aun tenemos pendiente saber si el rey le pudo pagar o no los granos de
trigo que le correspondian.

Ya vimos que la suma total de granos de trigo ascendia a 1,844 - 109, Sj
consideramos que 1000 granos de trigo pueden pesar unos 30 gramos, entonces un
grano pesaria 0,03 gramos.

Por tanto, 1,844 - 109 . 8,03 = 5,433 - 10"/ gramos, que significan 5,433 - 10"



toneladas de trigo, y expresado en millones de toneladas, son 5,433 - 19°.

Las produccion mundial de trigo para la cosecha 2012/13 es de 651,42 millones de
toneladas.

Realizando una simple division, tenemos que 543.300:651,42 = 834,02 cosechas
mundiales.

Es decir, harian falta 834 anos de produccién mundial de trigo actuales, para que el
rey pagara su deuda a Sissa.

Seguro que el monarca no sabia nada de progresiones.




Resumen

Importante

Sin duda lo mas complicado de este tema de sucesiones es memorizar las formulas
que aparecen, para poder luego aplicarlas con seguridad. Por este motivo te
adjuntamos un mapa conceptual con la recopilacion de todas:

SUCESIONES
NUMERICAS

Ley de formacioén o
término general

LProgresionesJ
P. ARITMETICAS P. GEOMETRICAS
= | e R (Interpolacién
a, '1"'(“ l)d a, .l‘ e geométrica]
s, = (21%a.)n s, ul8"81 o irpt — s‘z{T'F si [r|<1

2 r-1

Imagen de elaboracion propia
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