Sistemas automaticos y de control: Estabilidad ?3/ PN

29 de Bachillerato

Industrial II

Contenidos

® ’
12 Tecnologia
</

NSTITUTO de ENSENANZAS a DISTANCIA de ANDALUCIA

Sistemas automaticos y de control:
Estabilidad

En los sistemas de regulacion automaticos resulta fundamental conocer la respuesta de dicho sistema
ante una determinada entrada.

Matematicamente, esta respuesta viene dada por la Ecuacion Caracteristica del sistema de control,
gue puede llegar a ser muy compleja, como por ejemplo una ecuacién diferencial.

Para resolver estas ecuaciones diferenciales se utiliza la transformada de Laplace. La transformada de
Laplace es un método matematico que es muy Uutil en la resolucién de algunas ecuaciones diferenciales.

El andlisis de la respuesta de un sistema de control a través de su Ecuacion Caracteristica, puede ser
también muy complejo desde el punto de vista matemadtico. Por eso, existen métodos que aunque no
resuelven por completo las ecuaciones, si sirven para esblecer cuando y cuando no son estables los
sistemas de control. Uno de ellos es el método de Routh.
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1. Transformada de Laplace ?w P

En los sistemas de regulacion automaticos resulta fundamental conocer la respuesta ante una
determinada entrada. Suele ser dificil obtener una relacion que permita conocer como va a responder el
sistema en funcién del tiempo ante una entrada determinada, y cuando se conocen estas relaciones, en
los regimenes transitorios las relaciones algebraicas (ecuaciones diferenciales) suelen presentar un
calculo muy dificultoso. Para unificar el tratamiento tedrico de sistemas tan dispares como pueden ser
un vehiculo espacial, el control del blanco de una lanzadera de misiles, una central térmica, una
tostadora de pan,... se utilizan unas herramientas matematicas que nos simplifican los calculos.

Una de esas herramientas consiste en reemplazar funciones de una variable real (tiempo, distancia,..)
por otras funciones que dependen de una variable compleja, simplificando ostensiblemente los calculos.
Las operaciones como la integracion y la diferenciacidn se sustituyen por operaciones algebraicas en el
plano complejo. Una vez conocido el comportamiento del sistema en el dominio complejo, se puede
regresar al dominio del tiempo y de esta manera establecer cudl va a ser la respuesta ante cualquier
situacién.

Esta técnica se conoce como transformada de LAPLACE, y es una herramienta matematica indispensable
en la Regulacién Automatica.

Espacio de las 't" Espacio de las “s”
FProblema en “t” Hs)
Ecuacidn diferencial Ecuacidn
Lineal Algebraica

Solucién en t Solucion en s

Imagen de elaboracidon propia

Definicion de la transformada de Laplaceéioe F(t)

L) = [e=st-ft)at=F@
0

En general F(s) existe siempre que s>a, donde a es un parametro constante, y donde L es llamado el
operador de la transformada de Laplace.
A la funcion F(s) se le denomina transformada de Laplace de la funcion f(t). Y simbdlicamente se

representa asi:

3 3 | F(s)= L[ ()] | o
La solucion es funcion de la variable compleja s. Después de haber solucionado el problema en términos
de s es necesario invertir la transformacién para obtener la soluciéon en el dominio del tiempo.

Definicion de la transformada inversa de Laplace de F(s)

Si L[f(t)] = F(s), entonces f(t) = L"1[F(s)] es la transformada inversa de Laplace de F(s). L'l se llama
operador de la transformada inversa de Laplace.

El cdlculo de esta integral es muy laborioso, por lo que se emplean tablas de transformadas vy
antitransformadas para su resolucion.

Los calculos de hcer la transformada o la transformada inversa, no son sencillos, pero tiene una ventaja
muy importante... iestan ya hechos!.

Veamos una tabla en la que se muestran algunas transformadas (y transformadas inversas) de Laplace:
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Imagen de elaboracidn propia
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2. Estabilidad de un sistema de regulacion ?3(‘,\ Zre)

Definicion.

Un sistema de control es estable cuando al aplicar en su entrada una senal estandar, llamada Delta de

Dirac d(t), la respuesta en la salida es una sefial que decrece con el tiempo, es decir, se hace cero al
tender el tiempo a infinito.

¥

e Distribucian & de Dirac

Imagen de elaboracidén propia

Las respuestas a una sefal de entrada, pueden ser de seis modos diferentes que se representan en las
graficas siguientes.

5del7



Imagen de elaboracidn propia

1.- Decrecimiento exponencial.

2.- Senoide amortiguada exponencialmente.
3.- Constante.

4.- Senoide de amplitud constante.

5.- Incremento exponencial.

6.- Senoide incrementada exponencialmente.

Un sistema estable es el que permanece en reposo a no ser que sea excitado por alguna fuente externa,
en cuyo caso alcanzara de nuevo el reposo una vez que desaparezcan todas las excitaciones. Por

ejemplo las respuestas de los modos 1 y 2 son estables.

Para que un sistema sea estable, es necesario que todas las raices de la ecuacién caracteristica (polos)
estén situados en el lado izquierdo del semiplano complejo de Laplace, es decir deben tener parte real

negativa.

lpulsa play
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Elaboracion propia

Los polos situados en el origen o sobre el eje imaginario dan lugar a respuestas continuas o constantes
que son consideradas inestables.

Los polos en la parte derecha del plano complejo dan lugar a respuestas que crecen con el tiempo y por
lo tanto son inestables.

Relflexiona

Supongamos que tenemos dos sistemas de control, en los que:

@ Sistema 1, con una ecuacién caracteristica con un polo en el valor: 3+2j
@ Sistema 2, con una ecuacién caracteristica con un polo en el valor: -2+3j

éson estables?

IMostrar retroalimentacién
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3. Analisis de la respuesta de un sistema de
regulacion

El régimen nominal de funcionamiento de un sistema no se produce instantdneamente tras aplicarle una
entrada determinada, si no que trascurre un cierto tiempo, durante el que suceden una serie de
fendmenos transitorios. Por lo que se puede diferenciar:

@ Régimen transitorio.
@ Régimen permanente.

Siendo la respuesta en régimen permanente, la que ofrece el sistema después de que sus variables se
hayan estabilizado y ofrezcan un valor de funcionamiento normal.

Mientra, la respuesta transitoria, es la que ofrece el sistema hasta alcanzar la respuesta permanente.
Durante el tiempo de respuesta transitoria, presenta sus variables sin estabilizar. Esta parte de la
repuesta tiende a anularse a medida que transcurre el tiempo. La respuesta transitoria no debe ser ni

brusca ni muy lenta y da una idea de estabilidad y rapidez del sistema, mientras que la respuesta
permanente da una idea de la precision del sistema.

Transitorio Permanente
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4. Estudio de la estabilidad. Método de Routh ?yl are)

Aplicando el criterio de estabilidad de Routh, podremos saber si un sistema de regulacion es estable sin
necesidad de resolver la ecuacién caracteristica, es decir sin tener que calcular los polos de la
ecuacién polindmica sea del grado que sea. lo que simplifica significativamente los calculos, ya que el
criterio de estabilidad de Routh indica si hay o no raices positivas o con parte real positiva en una
ecuacion, sin tener que resolverla.

Para que un sistema sea estable la ecuacion caracteristica debe cumplir las siguientes premisas:
1. El polinomio en s de la ecuacion caracteristica, se escribe ordenado.
D(s)=ays™+a,s" 1+aysn—24. +a,—1sl+aps0
El polinomio debe ser completo (todos los coeficientes tienen que ser distintos de cero, an # 0)
2. Si alguno de los coeficientes es nulo o negativo y hay coeficientes positivos, el sistema no es estable

3. Si todos los coeficientes son positivos, con ellos se construye la tabla de Routh, como se indica. Debe
tener tantas filas como el nimero de términos del polinomio de la funcidén caracteristica, se colocan en
filas y columnas como sigue: Las dos primeras filas se van llenando con los coeficientes de los
monomios de la ecuacidén caracteristica, alternando la primera fila con la segunda, y asi sucesivamente,
hasta que se terminan los coeficientes.

Para calcular coeficientes de las siguientes filas de la tabla, se sigue la siguiente pauta.

Tabla de Routh
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Imagen de elaboracidon propia

De la misma forma, vamos calculando las restantes filas, c, d, e, f,... Hasta completar la tabla.
4. El sistema sera estable si en la primera columna de la tabla de Routh no existen cambios de signo.
La condicidon necesaria para que todas las raices tengan parte real negativa es:

@ Que el polinomio esté completo en s, es decir, que todas las potencias en s, desde sn a so, deben
figurar en la ecuacion.

@ Si algun coeficiente distinto de an, es cero, o si hay algun coeficiente negativo, hay varias raices
positivas o raices imaginarias con parte real positiva y el sistema es inestable.

Para aclarar lo anterior, vamos a verlo con un ejemplo

Reflexionsd |
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=T X2 T L

Determinar, aplicando el método de Routh, si el sistema es estable.

IMostrar retroalimentacién|

Se pueden presentar dos casos especiales:

@ Caso 1. Un término de la primera columna, en cualquier fila, es 0 y los demas no.
@ Caso 2. Si todos los coeficientes de la fila son cero
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4.1. Caso especial 1 (M. Routh)

iadh AR
- A
Un término de la primera columna, en cualquier fila, es 0 y los demas no

1. Sustituimos el 0 por un infinitésimo positivo .
2. Si los signos de los coeficientes que hay por encima y por debajo del cero son del mismo signo,
indica que hay dos raices imaginarias.

3. Si los coeficientes que hay por encima y por debajo son de distinto signo, indica que hay un
cambio de signo en el sistema, y por lo tanto es inestable.
Veamos un ejemplo.

E/erc/c/io reswuelto

La funcidon de transferencia de un sistema de control tiene como expresion

5245542
Gl = $3+3524+-543
Determinar, aplicando el método de Routh, si el sistema es estable.

|Mostrar retroalimentaci6n|

13 de 17



4.2. Caso especial 2 (M. Routh)

w-ie))

sy AR

Si todos los coeficientes de la fila son cero

Formamos un polinomio auxiliar con los coeficientes de la ultima fila, lo derivamos y los nuevos
coeficientes los ponemos en la fila siguiente.

Ejercic/io reswuelto

La funcion de transferencia de un sistema de control tiene como expresion:

T 894-25%442534352+5+1
Determinar, aplicando el método de Routh, si el sistema es estable.

|Mostrar retroalimentaci6n|
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5. Ejercicios iadh A

Ejercicios Resueltos

Para practicar sobre la estabilidad de un sistema de control, te proponemos unos ejercicios, que para
poder autoevaluarte estan resueltos.

Es preferible que primero leas los enunciado, intentes hacer los ejercicios y si tienes dudas, o para
corregirlos mires las soluciones.

Para hecer bien este proceso:

1. Abre los enunciados de los ejercicios
2. Abre los ejercicios con sus soluciones

Ejercicios Propuestos

Te proponemos también una serie de ejercicios para que intentes resolverlos sin conocer la solucion .
Abrelos pulsando aqui.
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