CASOS QUE PODEMOS ENCONTRARNOS, funciones que:

Asi
SI ntnta s e No tienen asintotas verticales: f(x)= x2+1

e Tienen una asintota vertical por los dos lados: f(x) = ad
Al representar graficamente funciones podemos encontrarnos con x+2
ramas infinitas, es decir, tramos de curva que se alejan indefinidamente e Tienen una asintota vertical s6lo por un lado: f(x) =log, x
hacia el infinito, positivo o negativo. e Tienen infinitas asintotas verticales: f(x) = cotg x
Cuando una rama infinita se aproxima a una recta (sin tocarla) a ésta se Si los dos limites laterales valen +o , 0 los dos —w0 , decimos que la
la denomina asintota de la curva; y a la rama correspondiente se la asintota x =c¢ es de ramas convergentes.

conoce como rama asintética.

DEFINICION

Dada una funcién y = f(x) cuya grafica es la curva C, decimos que

larecta r es una asintota de f(x) sila curva se acerca

indefinidamente a dicha recta sin llegar a coincidir con ella.

Tipo de asintota | Expresion Célculo
Vertical x=c lim f(x)= o0
X—>cC
. Si uno de los limites laterales valen +o0 , y el otro —oo , decimos que la
[ = lim f(x)=k . . , )
Horizontal y=k x> tw f( ) asintota x =c¢ es de ramas divergentes.
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Asintotas verticales N x=3 Sox=2
—0 I | —o0
OBSERVACIONES:

Las asintotas verticales de una funcién son rectas verticales de la forma
x =c . Hay funciones que no tienen asintotas verticales, otras tienen
sélo una, funciones que tienen dos e incluso funciones que tienen
infinitas asintotas verticales. Los valores candidatos a existencia de asintota vertical son:

En el calculo de asintotas verticales nosotros tenemos que aportar los
valores de ¢ para los cuales calcular los limites.

e  Valores que anulan algin denominador de la funcién
e  Extremos de intervalos del dominio que no pertenezcan al
propio dominio.

En consecuencia, lo primero que debemos hacer cuando tengamos que
calcular las asintotas de una funcion es calcular su dominio e igualar a
cero todos los denominadores que aparezcan en la misma para recopilar
todos los candidatos.
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ninguna dos infinitas Reala prictica:
Regla practica:
La posicion de la curva respecto de la asintota se puede hallar con
, calculadora dandole a x valores muy proximos a ¢ tanto por la izquierda
DEFINICION

como por la derecha y observando el signo del valor de la funcion.
Si f(x) tiende a infinito (o menos infinito) cuando x tiende a ¢ por

la derecha o por la izquierda, se dice que la recta x =c¢ es una asintota Ejemplo 1
vertical de la grafica de f .
3
X
(x)=—————— ; Domf=R-{-53
s x*+2x-15 s =3}
Caleulo: Calculamos limites lateralesen x -5 y x—3
Larecta x =c esuna asintota vertical de la curva f(x) si se cumple, 3 X3
] ) lim ———=-0 ; lim ————=40 > AV: x=-5
al menos, una de estas afirmaciones: x>-5" x"+2x-15 x>-5" x"+2x-15
3 3
— lim f(x) =200 Ellimite de una funcion en un punto ¢ es *oo im —> = ; lim——> =40 —> AV: x=3
x—c 3 x2+2x-15 3 x2+2x-15
— lim f(x)=xo0 Ellimite por laizquierda (x <¢)de ¢ es o
x—c

— lim f(x)=z00 Ellimite porla derecha (x>c)de ¢ es o

x—c*
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Asintotas horizontales

Las asintotas horizontales de una funcién son rectas horizontales de la
forma y =k . Una funcién puede tener, a lo sumo, dos asintotas
horizontales: una por la izquierda (cuando x — —o0 ) y otra por la
derecha (cuando x — +o0 ).

Calculo:
— Si lim f(x)=a,entonces y=a
X—> =0

es una asintota horizontal de f(x) (por la izquierda)

— Si lim f(x)=b,entonces y=>

X+

es una asintota horizontal de f(x) (por la derecha)

ASINTOTAS HORIZONTALES EN FUNCIONES RACIONALES

Las funciones racionales, cociente de dos polinomios P(x)/Q(x),

tienen asintota horizontal siempre que el grado del numerador sea
menor o igual que el grado del denominador:

P(x)

) x )

1. Si lim —==0 = y=0 esasintota horizontal, gr(P)<gr
e Q) 4 gr(P)<gr(Q)

2. Si lim M:k = y=k esasintota horizontal, gr(P)=gr(Q)
X+ Q(x)

Observacion:

La posicidn de la curva respecto de la asintota se puede hallar
con calculadora dandole a x un valor grande y observando si
la diferencia es positiva o negativa.

Ejemplo 2
1 , 1
f)=—— - lm ——=0 - AH: y=0
x“+1 x>t x° 4]
Ejemplo 3
x*+1 x*+1

f(x):z— - lim =1 > AH: y=1
x°-2x

X— oo x2 —-2x

CASOS QUE PODEMOS ENCONTRARNOS:

e  Funciones que no tienen asintotas horizontales

P.ej. f(x)= x*, cumple que los dos limites citados anteriormente
dan como resultado —o y +00 respectivamente.

2

e Funciones que tienen una asintota horizontal sélo por un lado

P.ej. f(x)=2", enestecasoel lim f(x)=0,
X— -0

por loque y =0 es una asintota horizontal de f(x) por la

izquierda, y lim f(x)=+o, por lo que por la derecha no
X—>+00

tenemos asintota horizontal.

e  Funciones que tienen una asintota horizontal por los dos lados
. x-1 . .
Pej. f(x)==—,enestecaso lim f(x)= lim f(x)=1
x+1 X—> -0 X+

porlo que larecta y =1 es asintota horizontal de f(x) tanto por
la izquierda como por la derecha.

3

e  Funciones que tienen dos asintotas horizontales distintas
b'e
VX242

y =-1 esasintota horizontal de f(x) por la izquierda y

Pej. f(x)=

,cumple que lim f (x)=-1, por lo que
X -0

lim f(x)=1,porloque y=1 esasintota horizontal de f(x)

X—> +o0

por la derecha.

OBSERVACION:

En algunos casos la funcidn puede cruzar (cortar) a la asintota
horizontal, como en este ejemplo:

xZ

fx)=

©

x*+x+1
. x?
x>k X7 4 x+1

AH > y=1
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Asintotas Oblicuas

Las asintotas oblicuas de una funcién son rectas oblicuas de la forma
y=mx+n,con m=0.Una funcién puede tener, como maximo, dos
asintotas oblicuas, una por la izquierda de su grafica y otra por la
derecha de la misma.

Larecta y=mx+n, m=0 es asintota oblicua de la funciéon f(x)
. _ _ T B _
Si xil?w[f(X) (mx+n)]=0 ¢ in{lw[f(x) (mx+n)]=0

CALcuLo practico de la pendiente y la ordenada en el origen

m= lim fG)

x—>+o X

, si el resultado noes 0o noes Fowo, calculamos n

n= lim [ f(x)—mx], siel resultado es un numero real (no o0 ),
X+

entonces Yy =mx+n es una asintota oblicua de f(x) por la derecha

O bien lo mismo con el —© . Pero, como decimos, en cualquiera de los
dos casos debe obtenerse m,n e R,m=0

ASINTOTAS OBLICUAS EN FUNCIONES RACIONALES

Las funciones racionales, cociente de dos polinomios P(x)/Q(x),
tienen asintota oblicua siempre que el grado del numerador sea una
unidad mayor que el denominador, es decir, gr(P)-gr(Q)=1

Ademds, podemos evitar calcular limites si realizamos la division, el
cociente de ésta sera la asintota oblicua.

P(x) |Q(x)
¢ g es la asintota oblicua

R(x) mx+n

La posicion de la curva respecto de la asintota se averigua estudiando el
signo del cociente R(x)/Q(x) para valores grandes (o pequefios) de x

OBSERVACIONES:

o Una funcién no puede tener una asintota horizontal y otra
oblicua por el mismo lado.

o Una funcién puede tener, como maximo dos asintotas entre
horizontales y oblicuas.

o  Sipuede darse el caso de que haya una horizontal en un lado
y una oblicua en otro.

Es decir, no puede haber simultdaneamente asintota horizontal y oblicua
por la izquierda de la grafica ( x — —0 ) o por la derecha ( X — 400 ).

REGLA PRACTICA:

Comenzaremos calculando las asintotas horizontales. Si tiene asintota
horizontal por ambos lados entonces no es necesario calcular las
asintotas oblicuas porque no tiene.

CASOS QUE PODEMOS ENCONTRARNOS:

e  Funciones que tienen una asintota oblicua por los dos lados

2
P.ej. f(x)= x—l , con asintota oblicua y=x+1
x_

e  Funciones que no tienen asintotas oblicuas

Pej. f(x)= x?, al calcular m tanto por la izquierda como por la
derecha obtenemos +oo (tiene ramas parabdlicas).

e  Funciones que tienen una asintota oblicua sélo por un lado
I

Pej. f(x)= X ¥ +—, caso muy poco habitual de encontrar.
x

4

e  Funciones que tienen dos asintotas oblicuas distintas

P.ej. f(x)=vx*—1,siendo y=x y y=—x susasintotas
oblicuas. Caso poco habitual de encontrar.

Ejemplo 4 (oblicuas del ejemplo 1)

3
fOo) = m= lim £ n = lim [ f(x) - mx]
x“+2x-15 x>0 X X0
3
m=lim2x7=l
Xﬁ°°x(x +2x—15)
3 A2
n=lim S R X -Xx :limizzx +15 =2 = AO: y=x-2
x| x°+2x—15 x>0 x“ +2x—15

Ramas parabdlicas

Si lim f(x)=100 ylacurva no tiene asintota oblicua,

X—>too

entonces la curva presenta una rama parabdlica.

Tipos:

— Lacurva crece (o decrece) cada vez més rapidamente; p.ej. las
funciones polindmicas y las funciones exponenciales.
Es decir, si se obtiene m =00 la funcién crece mas deprisa que
cualquier recta.

— La curva crece (o decrece) cada vez mas lentamente; p.ej. las
funciones irracionales y las funciones logaritmicas.
Es decir, si se obtiene m=0 y n=o0 la funcidon crece mas
despacio que cualquier recta con pendiente positiva.

En funciones racionales, si el grado del numerador es igual o mayor a
dos unidades respecto al grado del denominador, la curva presenta una
rama parabdlica hacia arriba o hacia abajo

. . P(x
Segin que lim (x)

x>+ Q(x

sea +00 —0 ; gr(P)-gr(Q)=2
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