


INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Una funcién racional Q(x) , es de la forma Q(x)= f(x)/g(x)
Método directo

. ! l

1) Forma potencial: Jf—” dx = — + C
/ (I=n)-f
2) Forma neperiana: J A dx = L\ f \ + C
/
. 1 f
3) Forma arcotangente: j dx =—arctg—+C
a (

+ Mx+N .

4) Forma neperiano-arcotangente: j .,, dx =neperiano + arctag
ax” +bx+c

M#0, ax’+bx+c irreducible



Método de descomposicion en fracciones simples
* Division de Polinomios. 51 ()(x)= [ {:,r')/ g(x) es una funcion impropia (esto es, si el grado del numerador

es mayor que el grado del denominador), entonces dividimos el numerador por el denominador, y
obtenemos:

Ol tl—/i= Clx) + LS

glx) g(x)

donde el grado de r(x)es menor que el de g(x), y dnndf: C(x) es un polinomio (que se integra facilmente).
Por tanto hemos reducido el problema de integrar f(x){g(x) al de integrar r(x)/g(x).
x3+2

d
x -1 X

® Calculemos j

Dividiendo x* + 2 por x — 1 resulta:

x3+2_ 92 _2__
] —(-x +x+1)+x_1_=~

x3'+2-=(x—1)(x2+x+1)+3='

. | | |
Ixs 2dx..j'(x +x+1)dx+J ; dx = 1x"+ x2+x+3Lx-1+C
x...l A x“‘l 3 2




s Descomponer el denominador en factores irreducibles. Todo polinomio con coeficientes reales se puede
descomponer en un producto de polinomios irreducibles lineales y cuadriticos (aunque puede ser bastante
dificil de encontrar). Por tanto, factorizamos completamente el denominador g(x) en factores de la forma ;

(px+g)”
{m*j +bx+c)'

donde ambos son ureducibles.

* Descomposicion en fracciones simples. Un teorema algebraico, asegura que toda funcion polinomica
((x)= f(x)/g(x) puede ser escrita como una suma de fracciones simples, determinadas a partir de los
factores irreducibles de g(x). El método es el siguiente:



CASOI .- Raices Reales Simples: Las raices del polinomio del
denominador son todas reales y distintas entre si

2
e Calculemos x +1 dx
x3 + xz — 2x

Las raices de x* + x? — 2xson x, = 0, x, = 1, x3 = ~2. Por lo tanto:
x? + 1 A1+ A, M A,y (A,+A2+A)x +(A,+2A,-A,)x-2A
= =
X+ x*-2x «x x—1 x+2 ox(x = 1)(x +2)

x2+1=(A;, + A; + A)x® + (A, + 24, — A)x — 24, =
A1+ A2+A3 1
A +24; - A; =0

—2A1 - l
Resolviendo el sistema: 4, = ;21—; A, —_-3‘, Aj = %
Asi: - r g 5
- - £ %
A R [ [ R A L M
x” + x° —2x X x—1 X+ 2

g o B 2 =143 -
= 2L|x|'+3L]x 1,+6L'x»+2l|+C



| d d A A
| OJ * =J = =J—-—1-—dx+J.——3—dx=A'1L|x-1]+A,L{x+1[+C
=1 Je=Dx+1) Jx-1 x+1

Calculamos los coeficientes Ay, Ay

| A A AEE DA A -4y

| - + =

A -1 x-1 x+1 (x = 1)(x + 1) =) x 4+ 1)
\ | ?4‘41:52’42: “5
\AI-A2=1“

| dx =1L|x—1]-1L]x+1|+C
-1 2 2




CASO 2 .- Raices Reales Multiples: Las raices del polinomio del

denominador son todas reales pero alguna de ellas o todas se repiten

mas de una vez.

dx
x(x — 1)*
1 A, B, B,

® Calculpmos f

x(x — 1)? x+(x—1)+(x—1)2

| Para calcular A, B, B, procedemos como en los casos anteriores:

| 1 _ Ai(x — 1) + Byx(x — 1) + B,x _ Ay(x* + 1 — 2x) + B,(x%? — x) + B,x
x(x — 1)? x(x — 1)* - x(x — 1)?
1 x*(Ay + B,) + x(—24, — Bl + B,)'+ Al
x(x — 1)2 | x(x — 1)?
A1 + Bl = 0 d .
2A1"" B1+Bz—0 = Al'——l, Bl= "‘“'1, Bz=1
A, =1
Por tanto: 1 e + 1

x(x—1)2 x x-1 (x —..1)2

[
x(x — 1)? x fx—l (x—-l)2

= Lix| - - Lfx — 1] — =

Entonces:

1

=



x2 4+ 3x —2 1
(x + 1)%(x + 2)? |
x? +3x -2 A, A, B, B, x? + 3x — 2
2 2~ + 2 T " 2
x+1)x+2)° x+1 (x+1P x+2 (x+22 (x+ D*x + 273
Aix + Dlx + 2> + Ay(x + 2% + B,(x + 1)*(x + 2) + B,(x + 1)2 x% +3x -2
(x + 12(x + 2) T+ DA 2R
3(A + B,) + x*(54, + A, + 4B, + B,) + x(84, + 44, + 5B, + 232)
i (x + 1)*(x + 2)?
(44, + 4A2 + 2B, + B,)
(x + 1)’(x + 2)*

® Calculemos

——

A1 + B]_ —_— 0
5A1 <+ »Az -+ 481 + Bz = 1
8A1 + 4142 + SB]_ + 232 = 3

> A; =9, A, = ~4,B, = -9, B, = —4
4A1 + 4A2 =+ 2Bl -+ Bg — ""‘2 “

Por tanto:
x4+ 3x=2 3 ’ 4 9 - 4
dx = dx — dx — dx — dx =
(x — 1)%(x + 2)2 Lc +1 (x + 1)? Jx + 2 f(x + 2)? * |
1 1 B
- x4+ 2 -




